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170 - Formes quadratiques sun un espace vecto-
riel de dimension finie. Orthogonalité. Applica-
tions.

1 Commentaires généraux

Comme tout ce qui se trouve sur Agreg-Maths, ne prenez rien pour argent comptant. Des
erreurs sément sans doute le document. Il n’y a pas de bon ou de mauvais choix pour
rédiger un plan, seulement des choix bien ou mal motivés. Une décision devient pertinente
au moment ol 'on peut s’en convaincre soi-méme et en convaincre les autres.

Le plan a été écrit pour étre présenté en classe, en temps illimité. Le plan est donc stric-
tement plus long que ce que j’aurais pu faire en conditions réelles.

Je passe vite sur le coté « Orthogonalité » de la lecon car ce n’est pas ce qui me plait le
plus dans les formes quadratiques. A contrario j’entre dans les détails sur la question de la
représentation des scalaires dans ma partie III. jusqu’a chatouiller la théorie des nombres
dans ma partie III.3. avec les formes quadratiques binaires. Je trouve que c’est intéressant
mais ce n’est pas du tout un attendu de la lecon. On peut remplacer ¢a par plus de
géométrie. Attention toute fois & ne pas refaire la lecon 171 sur les formes quadratiques
réelles et les coniques. (Mon aversion de la géométrie m’a empéché de faire cette erreur...
Au prix de n’avoir aucun développement de la 170 recasable dans la 171 hahahaha.) Il ne
faut pas oublier dans cette legon d’expliciter le penchant matriciel de chaque résultat sur
les formes quadratiques.

2 Deéfense de plan

Ceci n’est pas ma défense mot pour mot mais seulement les idées clefs.

Mon accroche était assez théorique (trop théorique aux yeux du prof devant lequel je I’ai
présenté, snif). On cherche a généraliser notre étude des formes linéaires aux polyndmes
homogénes de degré 2. Malheursement, en passant au degré 2, on quitte le domaine de
I’algébre linéaire. Cependant via 'introduction de la forme polaire et I'isomorphisme cano-
nique Bil(V x V)= L(V, V™), on se raméne a 'algébre linéaire. On peut donc associer
a une forme quadratique toutes les notions d’algébre linéaire (écriture dans une base et
changement de base, noyau, rang, etc.). Tout ceci se traduit matriciellement : L’étude des
formes quadratiques équivaut a I’étude des matrices symétriques. La relation d’équivalence
des formes quadratiques correspond a la relation de congruence pour les matrices.

Maintenant qu’on a une relation d’équivalence, on a envie d’établir une classification. On
a déja quelques invariants comme le rang ou le discriminant. Et c’est le concept d’orthogo-
nalité qui va nous aider a réduire nos formes quadratiques. Un résultat fondamental nous
assure l’existence d’une base orthogonale et la méthode de Gauss nous donne une facon
algorithmique de la trouver explicitement. La suite de la réduction va dépendre du corps.
Pour C, la rang est un invariant total. Pour R, c’est la signature. Pour les corps finis, c¢’est
le couple rang et discirminant réduit. Pour d’autres corps, ¢a peut étre plus compliqué
(corps de caractéristique 2, @, etc.). On peut mentionner la loi de réciprocité quadratique
comme application de la classification sur les corps finis, ce que je propose comme premier
développement.



A ce stade on peut commencer a lister nos applications préférées (coniques, calcul diff,
etc.) jusqu’a glisser vers les applications en théorie des nombres via la question de repré-
sentation des scalaires. Par exemple on a des théorémes de conservation de ’anisotropie
d’une forme quadratique par extension des scalaires comme le théoréme de Springer (mon
deuxiéme développement) ou bien les formes quadratiques binaires quand on s’intéresse
a la représentation des entiers. Par exemple le fameux théoréme des deux carrés est une
question de représentation d’entiers par une forme quadratique binaire.

3 Développements

Mon premier développement est la loi de réciprocité quadratique. L’idée est de dénombrer
un ensemble de deux maniéres distinctes : Une fois par les formes quadratiques et une fois
par les actions de groupe. C’est un développement élégant avec un trés bon recasage. Je
le conseille fortement. Et sérieusement est-ce que quelqu’un & la moindre autre application
de la classification des formes quadratiques sur un corps fini ?

Mon deuxiéme développement est le théoréme de Springer. J’aime bien ce développement et
il est d’un bon niveau. Ma partie III. et ce développement justifient leur pertinence mutuel-
lement. (C’est-a-dire que sans ma partie IIL., le développement ferait un peu « sorti de
nul part » et sans ce développement, ma partie III. pourrait paraitre qu’a moitié assumée...)
D’ailleurs faites trés attention aux versions de ce développement qu’on trouve sur Agreg-
Maths. Beaucoup de versions font de grosses omissions qui nécessitent plusieurs lignes
de détails. (Par exemple, soyez au clair sur o est utilisée 'hypothése d’imparité. C’est
plus subtile que ¢a en a l’air.) Par contre, je n’ai jamais trouvé d’application concreéte.
Je n’ai aucun exemple de forme quadratique qui admetterait un vecteur isotrope sur une
extension de degré impair explicite sans en admettre un explicite sur le corps de base.
En fait les extensions de degré impair c’est pas trés naturel. Donc & part en le présen-
tant comme une curiosité ou une illustration de notions abstraites (ce qui est déja pas
mal), il est dur a défendre. Je ne le conseillerais qu’'aux fans inconditionnés des formes
quadratiques (dont vous devriez faire partie).

4 Détails de quelques items

Proposition 23

Exercice intéressant et original. Ca peut faire un développement (éventuellement com-
plété par l'application 24 si c’est trop court). C’est un exercice non-corrigé mais avec des
questions subsidiaires dans le Seguins (il me semble?). Les étapes de la preuve sont les
suivantes :

1-Ecrire l'invariance par changement de base pour la forme polaire. 2-Remarquer que la
forme polaire est nulle sur plein de matrices élémentaires. 3-Via les matrices de permuta-
tions, on identifie quatre classes de conjugaison sur lesquelles la forme polaire pourrait étre
non-nulle. 4-On en élimine 'une des quatre via des manipulations similaires & celles de
I’étape 2. 5-On exhibe une relation entre les trois degrés de liberté restants via des bidouilles
calculatoires. 6-On exhibe deux formes quadratiques solution linéairement indépendantes

(comme tr(A?) et tr(A4)2).
Application 24

Cela se fait de fagon expéditive en utilisant la proposition 23. Ca peut aussi se faire a la
main.



Exemple 34

C’est important d’insister sur cette forme quadratique. On l'aime bien parce qu’on peut
lire d’'un coup d’oeil tous ses invariants. D’otl I’envie de s’y ramener quand on étudie une
forme quadratique quelconque. Ca motive ’algorithme de Gauss.

Définition 64

Il y a évidemment écrit n’importe quoi. Il faut utiliser le corollaire 22 pour écrire ¢ comme
q(z) =37 | a@? pour certains a; € K et définir gr(z) pour z € L comme Y7 | a;x?. Bref
on reprend la méme expression.

Exemple 77

Donc le théoréme des deux carrés nous donne les entiers représentés par plein de formes
quadratiques binaires! Et on peut aller plus loin avec ce qui suit...

Corollaire 78

Ce résultat est le clou du spectacle. Pour déterminer les entiers représentés par une forme
quadratique binaire ¢ de discriminant A négatif fixé, on n’a qu’a étudier un nombre fini de
formes quadratiques binaires! Une fois qu’on a la réponse pour un représentant de chaque
classe d’équivalence, il suffit de réduire g dans sa forme canonique décrite dans le théoréme
76. C’est super, non ?

5 Reéférences

J’ai utilisé explicitement le Seguins. Il couvre beaucoup plus que nécessaire donc il faut s’y
habituer pour savoir o chaque notion se situe mais il est vraiment trés bien. Il énonce le
théoréme de Springer mais ne fait pas la preuve de la facon qu’on trouve sur Agreg-Maths.
Le NHoGs fait trés bien le premier développement. Et le Duverney est trés bien si jamais
il existe une autre personne que moi qui veut parler de formes quadratiques binaires dans
cette legon.
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