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Sauf mention du contraire, K désigne un corps quelconque.

1 Dimension des espaces vectoriels

1.1 Familles libres, familles génératrices, bases

Définition 1.1. |[GOUI]| Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu'une famille
(e;)ier d’éléments de E est libre si pour toute famille ()\;);e;r d’éléments de K,
ona :

iel

Définition 1.2. Une famille liée est une famille qui n’est pas libre.

Exemple 1.3. la famille (1,+/3) est liée dans R en tant que R-espace vectoriel
mais est libre dans le Q-espace vectoriel R.

Définition 1.4. [GOUI]| Soit F un K-espace vectoriel. On dit qu'une famille
(e:)ier d’éléments de E est génératrice si Vect(e;) = E. Autrement dit, si pour
tout z € E, il existe J < I fini et (););es < K tels que z = Z Aje;.

jedJ

Exemple 1.5. la famille (1) est génératrice dans R en tant que R-espace vectoriel
mais n’est pas génératrice dans le Q-espace vectoriel R.

Théoréme 1.6. [GOUI| Si un espace vectoriel E est engendré par une famille
finie de n vecteurs, alors toute famille libre a au plus n éléments.

Définition 1.7. Soit E un K-espace vectoriel. Une base de F est une famille
libre et génératrice. Cela revient a dire que tout x € E s’écrit de maniére unique
comme combinaison linéaire d’éléments de la base.

Exemple 1.8. — la famille (1) est une base dans C en tant que C-espace
vectoriel mais n’est pas une base dans le R-espace vectoriel C. (une base de
ce dernier est (1,1)).

— Dans K", on appelle base canonique la base ((0, ...0,1,0..., 0))ie[a b

1.2 Théorie de la dimension

Définition 1.9. On dit qu'un K-espace vectoriel F est de dimension finie si il
admet une famille génératrice finie.

Théoréme 1.10. (Base extraite). Soit E un K-espace vectoriel non réduit d
0 de dimension finie. De toute famille génératrice (ey,--- ,e,) de E, on peut
extraire une base de E.

Théoréme 1.11. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors,
1. E posséde des bases et celles-ci comportent toutes un nombre fini de vecteurs.
2. Toutes les bases de E ont le méme nombre de vecteurs.

Définition 1.12. On appelle dimension d’un K-espace vectoriel E et on note
dim(E) le cardinal commun & toutes les bases de E.

Théoréme 1.13. (caractérisation des bases.) Soit E un K-espace vectoriel de
dimension finie n. Alors,

1. Toute famille libre a au plus n vecteurs. Si elle en a n, c’est une base.

2. Toute famille génératrice a au moins n vecteurs. Si elle en a n, c’est une

base.

Théoréme 1.14. (base incompléte). Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie. Toute famille libre peut étre complétée en une base de E.

Théoreme 1.15. Soit E un K-espace vectoriel de dimension infinie. On peut
trouver des familles libres a n vecteurs pour tout n € N.

Théoréme 1.16. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous
espace vectoriel de E. Alors F est de dimension finie et dim(F) < dim(FE) avec
égalité si, et seulement si, E = F.

Théoréme 1.17. (Formule de Grasseman). Soit E un K-espace vectoriel de
dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors, on a

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F n G).
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Théoréme 1.18. (Existence d’un supplémentaire). Soit E un K-espace vectoriel
de dimension finie et F' un sous-espaces vectoriel de E. Alors, F posséde un
supplémentaire.

Proposition 1.19. (Caractérisation des supplémentaires). Soit E un espace
vectoriel de dimension finie et F, G deux sous espaces de E. Alors, les propositions
suivantes sont équivalentes :

1. E=F®aG.

2. dim(F) = dim(F') + dim(G) et F'n G = {0}.
3. E=F+G et FnG =10

4. E=F + G et dim(F) = dim(F) + dim(G).

2 Applications linéaires et Rang

2.1 Applications linéaires

Théoréme 2.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit (e, ..., en)
une base de E et f : E — F linéaire. Alors,
1. f est injective si, et seulement si, (f(e1),..., f(en)) est une famille libre.

2. f est surjective si, et seulement si, (f(e1),..., f(en)) est une famille généra-
trice.

Remarque 2.2. Si f: E — F est linéaire surjective avec F de dimension finie,
alors F' est de dimension finie.

Corollaire 2.3. (Caractérisation des isomorphismes). Soit E, F deuz espaces
vectoriels de dimensions finies et f : E —> F linéaire. Alors f est un isomor-
phisme entre E et F' si, et seulement si, f transforme une base de E en une base

de F.

Corollaire 2.4. Soit E et F deuz espaces de méme dimension finie n. Soit
f: E —> F linéaire. Alors, f est bijective si et seulement si, elle est injecive, si
et seulement si, elle est surjective.

Exemple 2.5. Polynome interpolateurs de Lagrange.

Remarque 2.6. Faux en dimension infinie : application P — P’ sur R[X].

Corollaire 2.7. Soit E, F deuz espaces de dimension finie. Alors, E et F' sont
isomorphes si, et seulement si, ils ont méme dimension.

Corollaire 2.8. Tout K-espace vectoriel de dimension n est canoniquement
isomorphe a l’espace vectoriel K™.

Définition 2.9. Soit E, F' deux K-espace vectoriels et f : E — F linéaire.
— On appelle image de f et on note Im(f) ’ensemble image de f.

— On appelle noyau de f et on note Ker(f) 'ensemble des éléments x € F tels
que f(x) =0.

Proposition 2.10. Le noyau et l'image d’une application linéaire sont des sous
espaces vectoriels.
2.2 Rang d’une application linéaire

Définition 2.11. On dit q’une application linéaire f : £ — F est de rang fini
si Im(f) est de dimension finie. On note alors rg(f) = dim(Im(Jf)).

Proposition 2.12. (Supplémentarité). Soit f : E — F une application linéaire.
Alors tout supplémentaire du noyau est isomorphe a l'image.

Théoréme 2.13. (Théoréme du rang). Soit E de dimension finie et f : E — F
linéaire. On a alors :

dim(F) = dim(Ker(f)) + rg(f).

Remarque 2.14. ATTENTION : Si f : E — FE est linéaire, on a pas en
général E = Im(f) @ Ker(f).

2.3 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 2.15. On appelle rang d’une famille de vecteurs (z1,---,z,) la
dimension de Vect(z1,- -+ ,zp).

Proposition 2.16. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit
(e1, -+ ,en) une base de E et ue L(E). Alors, rg(u) = rg(uler), - ,ulen)).
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2.4 Rang d’une matrice

Soit M € M,, ,(K). On note C1,--- ,C) ses colonnes et Ly, -, L, ses lignes.

Proposition 2.17. Soit E, F deux espaces vectoriels de dimensions finie p,n
respectivement. Alors, on a un isomorphisme entre L(E, F') et M,, ,(K).

Définition 2.18. Le rang de M est rg(M) = rg(Cy,--- ,Cp) = dim(Im(M)).

Proposition 2.19. Le rang d’une application linéaire est le rang de sa matrice
associée dans n’importe quel couple de bases.

Proposition 2.20. (Caractérisation du rang). Le rang d’une matrice A est la
taille mazximale d’une matrice carré extraite de A inversible.

Théoréme 2.21. Le rang est invariant par extension de corps.

Théoréme 2.22. [DEVI]. (Dimension du commutant). On note C(M) l’ensemble
des matrices qui commutent avec M. On a C(M) = K[M] si, et seulement si,

Tu = Xu-

3 Application de la dimension finie

3.1 Dualité

Définition 3.1. Soit F un espace vectoriel. Une forme linéaire sur E est une
application linéaire de F dans K. Le dual de F est ’ensemble des formes linéaires
sur E. On le note E*.

Proposition 3.2. Soit E un espace vectoriel de dimension n. E* est de dimen-
sion n.

Proposition 3.3. Etant donné (1, ,en) une base d’un espace vectoriel E, la
famille (ef) ot pour 1 <1i,j <n, ef(ej) =, ;, est une base de E* appelée base
duale de la base (e;).

Proposition 3.4. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Alors E est
canoniquement isomorphe a son bidual E**.

3.2 Topologie des espaces normés

Théoréme 3.5. (Equivalence des normes). Soit E un K-espace vectoriel. Les

assertions suivantes sont équivalentes :
1.
2.
3.

E est de dimension finie.
Toutes les normes sur E sont équivalentes.

Quelle que soit la norme choisie sur E, toute forme linéaire sur E est
continue.

Quelle que soit la norme choisie sur E, la boule unité de E est compacte.

Quelle que soit la norme choisie sur E, les compacts de E sont les fermés
bornés.

Corollaire 3.6. Un espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Corollaire 3.7. Tout endomorphisme de E est continu.

3.3 Réduction des endomorphismes normaux

Définition 3.8. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit u €
L(E). On dit que u est normal si, uu* = u*u. On note N'(F) ensemble des
endomorphismes normaux de FE.

Théoréme 3.9. (Théoréme de réduction). Soit (E,{-,-)) un espace euclidien de
dimension n. Soit uw € N(E). Il existe une base orthonormée B de E telle que

D, 0 0 0
0 Rt O

s Matg(u) = 0 0 Ry 0 ot D, est diagonale de taille p et
: - 0
0 - 0 0 R

Qg —bk
Ry = by, # 0.
()

Corollaire 3.10. [DEV2]. Soit (E,{:,-)) un espace euclidien de dimension n.
Alors N(E) = P(E) ou P(E) désigne l’ensemble des endomorphismes de E dont
ladjoint est un polynome en u.
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