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Contexte : X est un ensemble non vide, (E, || - ||g) est un espace de Banach.
Si définie, on note || f||oo.x = sup||f(2)||e
zeX

1 Modes de Convergences

1.1 Suites de fonctions

Définition 1 (Convergence simple). Soit (f,)nen une suite de fonctions de X wvers E.
On dit (f,) converge simplement sur X ssi, Vo € X,3l, € E, f,(x) - l,.

On dit alors que f, s fouf:xzw—l,.

Exemple 2. Si f,(x) = 2", (f,) converge simplement vers 1y sur [0, 1].

Définition 3 (Convergence uniforme). Soit (f,,)nen €t f fonctions de X vers E.
On dit que (f,) converge uniformément sur X ssi

Ve>0,IN e N /V¥n > N, Vx € X, ||fu(z) — f(2)||g < e.

Proposition 4. f, porerd f ssiles fn — f sont bornées apcr, et ||fn — flloox — 0.

n—-+4o0o

Exemple 5. f,(z) =%, f, o 0 sur [0,1].

Proposition 6. Soient (f,) et f fonctions de X vers E.

hwoon b =t 1

Exemple 7 (Contre-exemple). La réciproque est fausse, il n’y a pas CVU dans l'exemple 2. On a
une réciproque partielle :

Proposition 8 (Premier théoreme de Dini). On suppose que X est un espace topologique compact
et E=R. Si(f,) et f sont continues, et (f,) est monotone, alors :

I T = ta o 1

Proposition 9 (Critere de Cauchy uniforme). Soient (f,,) et f fonctions de X vers E.
On suppose que Ye > 0,3AN € N / Vn,p > N,Vz € X,||f.(x) — fo(2)||g <€,
ou de maniére équivalente || f, — fplloo.x — 0 (définies apcr).

Alors, f, o f.
Remarque 10. Autrement dit, 'espace B(X, E) des fonctions bornées est complet pour |].||oo

Exemple 11 (Application). Si (P,) suites de polynomes, converge uniformément vers f sur R, alors
f est un polynome.



1.2 Séries de fonctions

Soient (f,) une suite de fonctions de X wvers E.
Définition 12 (Séries de fonctions). On appelle série des f,, notée > f,, la suite des fonctions
n>0

sommes partielles <Z fk)
k=0 neN

Définition 13 (Convergence). Y- f, converge simplement (resp. uniformément) si la suite de fonc-
n>0

tions (Z fk> converge simplement (resp. uniformément).
k=0 neN
Définition 14 (Somme et Reste d'une série). Si Y f,, converge simplement (ou mieuzx), on pose
n>0
e Sz Y fulz) la somme de la série.
k=0
o (Rp)nen telle que Ry, :x— > ful(z).
k=n+1
Exemple 15. f, : x — x™ alors > f, converge simplement vers S : x ﬁ sur | —1,1[. On a
n>0

$7L+1
1—x °

alors R, : © —

Proposition 16. Si )" f,, converge simplement, alors >_ f, v S<~— R, o 0

Proposition 17. Si Y f, converge simplement (resp. uniformément), alors (f,) converge simple-
ment (resp. uniformément) vers 0.

Définition 18 (Convergence Normale). Y f,, converge normalement si, les f, sont bornées sur X
et si la série numérique Y. || fulloo,x converge.

Proposition 19. } f, converge normalement = %" f,, converge unifomément =—> >_ f,, converge
simplement.

Définition 20 (Convergence absolue). On dit que Y f,, converge absoluement si ¥z, Y ||fn(2)||E

n>0
converge. B
Proposition 21. La convergence absolue entraine la convergence simple.

Remarque 22. C’est faur en dehors d’un espace complet.

Exemple 23 (Contre-exemple). f, : z — %

La série converge simplement et uniformément sur [0, 1], mais pas normalement, ni absolument.

1.3 Séries entieéres

On se place dans X = C = FE.

Définition 24 (Série Enticres). Une série de fonctions est une série entiére si les f, sont de la
forme f, : z — ay2™.

Exemple 25. 3 2" et 3 22! sont des séries entiéres.
n>0 n>0

Définition 26 (Rayon de Convergence). Soit Y a,z™ une série entiére, on définit son rayon de
n>0

convergence par R = sup{r > 0, (a,,r™)est bornée} € [0, +0o0].
Le disque D(0, R) est alors appelé disque de convergence de la série.

Proposition 27. Y a,z2" converge normalement sur tout compact inclus dans le disque de conver-
n>0

gence.



2 Régularité et inversion

2.1 Continuité et Inversion de limites

On suppose X partie de F' espace vectoriel normé.

Proposition 28 (Conservation de la continuité). Si (f,) (resp > fn) converge uniformément vers
f, et st pour tout n, f, est continue en a € X, alors f est continue en a € X.

Exemple 29. L’ex 2 donne une limite non continue, il n’y a donc pas convergence uniforme.
Exemple 30 (Application). Les séries entiéres sont continues sur leur disque ouvert de convergence.

Proposition 31 (Stone-Weierstrass). Toute fonction continue sur un segment peut étre approchée
uniformément par des fonctions polynomiales.

Proposition 32. On suppose f, o f. Soit a € X tel que pour tout n, il existe I, € E tel que
fn(x) — 1. Alors (I,) converge et f admet une limite en a.

De phi i lim £,(¢) = Jim im ().

Exemple 33 (Contre-exemple). Sans la CVU, le théoréme n’est plus valable : voir ex 2

Proposition 34 (Corollaire). Soit 3" f, une série convergeant uniformément sur X. Soit a € X tel
que pour tout n, il existe l, € E tel que f,(x) — L.
Alors Y1, converge et la fonction somme S admet une limite en a.

+00 o0
De plus, iig(llngofn(!)ﬁ) = ngo}cig}lfn(x)-

2.2 Sur un espace mesuré

(X, A, i) est un espace mesuré.

Proposition 35 (Lemme de Fatou). Pour toute suite (f,) de fonctions mesurables sur X d valeurs
dans [0, 4+00], alors limf, est mesurable et [limf, <lim [ f,.

Exemple 36 (Cas d’inégalité stricte). X = [0,2] et fon = L], fon1 = L g
Exemple 37 (Hypothese de positivité). f, = =1, 20/n prwrd 0, mais Vn, [ f, = 1.

Proposition 38 (Théoreme de Convergence Monotone). Soit (f,) suite croissante de fonctions
mesurables positive sur X, a valeurs dans [0, +00], sa limite simple est mesurable et on a [(lim f,,) =

Hm(f fn)-

Proposition 39 (Théoréme de Convergence Dominée). Soit (f,,) suite de fonctions mesurables con-
vergeant simplement vers f sur X, a valeurs réelles ou complexes. Si il existe g intégrable sur X tel

que ¥n € N,Vz € X, |fu(2)] < g(x).
Alors f est intégrable et [ |f, — f| - 0, en particulier [ f, — [f.

Définition 40 (Espaces LP). Soit p € N*, on définit LP comme F/R ou F est l’ensemble des fonc-
tions de X d valeurs dans C telles que [y |f|P < 400, et R la relation d’égalité presque partout.

On le munit de la norme || - ||, : f — (fx \f|p>.

Sip = 00 on définit L comme les fonctions essentiellement bornées, muni de la norme || - || : f
sup |f(z)|, ou f est bornée sur X — Qy avec Qy de mesure nulle.
x¢Qy

Proposition 41 (Riesz-Fischer - DEV 1). Soit 1 < p < +o00, L? est complet.

3



2.3 Dérivation et intégration sur R

On suppose X = I intervalle de R.

Proposition 42 (Dérivation). On suppose que (f,) (resp > fn) converge simplement vers f, et que
pour tout n, f, est dérivable sur I.
Si (f]) (resp > fl) converge uniformément sur I alors :

1. (fyn) (rep X fn) converge uniformément sur I

2. [ est dérivable sur I et Va € I, f'(x) = lim f; (z) (resp %o: fli(x)).
n—reo k=0

On suppose dans la suite que les f,, sont intégrables sur le compact [a,b].

Proposition 43. Si f, i f alors [ est intégrable sur |a,b] et
b b
{fn(x)dx n:;{ f(z)dz.

Proposition 44 (Corollaire : intégration termes a termes). Si Y. f,, converge uniformément sur [a, b
alors sa somme S est intégrable sur [a,b] et

+oo 00
fb > fulz)dr = +Z fbf(x)dx (avec la somme des intégrables convergente).
a k=0 k=0a

Exemple 45 (Séries Entieres). On peut dériver et intégrer termes da termes les séries entiéres, le
rayon de convergence est alors préservé.

Exemple 46 (Contre-exemple). La convergence uniforme est nécessaire : soit f, : x — n*xe ™" sur
0, 1].
1 1 n
fo—0 ¢t [ f(t)dt =0 mais Vn, [ f,(t)dt = [ te"'dt — 1.
cvSs 0 0 0

n—oo

3 Application en Probabilités

Soit (X,,) une suite de v.a.r. , et X une v.a.r.

Définition 47 (Convergence en Loi). X, — X st et seulement si, pour toute fonction f continue
01

et bornée sur R, E(f(X,)) — E(f(X)).

Définition 48 (Fonction caractéristique). Pour Y un variable aléatoire réelle, on pose @y : t —
E(e™Y) la fonction caractéristique de Y .

Proposition 49 (Théoréme de Lévy - DEV 2). X, — X = Oy, vl O



