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1 Définitions et propriétés

Soit (G, ) un groupe, on appellera G' ce méme groupe, et on notera 1 son neutre. Pour x,y € Gon
notera xy =x-y et 2" =x-x----x (n fois) avec la convention z° = 1.

1.1 Ordre

Définition 1 (Ordre d'un groupe). On appelle l'ordre de (G, -) le cardinal de G (fini ou infini)

Exemple 2. {1} est l'unique groupe d’ordre 1 a isomorphisme prés (groupe trivial).
{1,y} avec y* =1 est l'unique groupe d’ordre 2 a isomorphisme pres.

Exemple 3 (Groupe symétrique). Soit X un ensemble, on note Sx l'ensemble des bijections de X
vers X (permutations de X ), muni de la loi de composition o des applications. C’est une groupe,
qu’on appelle "Groupe symétrique de X ', de neutre Idy. L’inverse d’une bijection o~ est sa bijection
réciproque o~ *.

Dans le cas X = {1,...,n} avec n € N* on le note S, et on a |S,| = nl.

Exemple 4 (Groupe linéaire). Soit V' un Respace vectoriel de dimension non nulle, I’ensemble des
applications k-linéaires bijectives de V' (automorphismes de V') muni de la loi o de composition des
applications est un groupe appelé groupe linéaire de V, noté GL(V').

1l est d’ordre infini.

Proposition 5. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes, alors les fibres non vides sont en bijection
ensembliste avec ker f. En particulier :

1. f est injective si et seulement si ker f = {1}

2. 8i G est fini, on a |G| = |Imf]| x | ker f|.
Proposition 6 (Cayley). Tout groupe d’ordre fini n est isomorphe d un sous-groupe de S,,.
Définition 7 (Ordre d’un élément). Soit g € G. On considére le morphisme surjectif ¢ : 7 —< g >
,m = g,

1. Si ¢ est injectif, on dit que g est d’ordre infini.

2.
Si p n'est pas injectif, on dit que g est d’ordre fini et on appelle ordre de g l'unique entier d > 1 tel

que ker ¢ = dZ.
De maniére équivalente, d = min{n € N* ¢g" = 1}.



Proposition 8. Si g € G d’ordre fini d, < g > est isomorphe a Z/dZ.

Proposition 9. (Isomorphisme chinois) Soient n,m € Z premiers entre eux, ¢ : Z — (Z/nZ) X
(Z)mZ), k — (k mod n,k mod m) définit par passage au quotient un isomorphisme d’anneauz (Z/nmZ) =
(Z/nZ) x (Z]/mZ).

1.2 Théoreme de Lagrange

Théoréme 10 (Lagrange). Si H est un sous-groupe de G et q : G — G/H [application de passage
au quotient. Les fibres de q sont en bijection avec H. FEn particulier, si deux des trois ensembles
G, H et G/H sont finis, le troisiéme l'est aussi et on a |G| = |H| x |G : H].

Proposition 11 (Corollaires - Théoremes de Lagrange). 1. Si H est un sous-groupe de G alors
|H| divise |G].

2. Si G est fini et si g € G alors gl =1

Proposition 12 (Corollaire). Tout groupe d’ordre premier p est isomorphe a Z/pZ.

1.3 Groupes abéliens finis

Théoréme 13 (Théoréme de structure des groupes abéliens finis). Soit G' un groupe abélien fini non
trivial. 1l existe un unique entier n > 1 et des uniques entiers ay,...,a, > 1 tels que aj|as|...a,
vérifiant

G ~ '1:11Z/ a; 2.

Les a; s’appellent les diviseurs élémentaires de G

Exemple 14. Les groupes abéliens de cardinal 8 sont, a isomorphisme prés, Z.)87,7./27 x Z./AZ et
(Z.)27.)3.

Exemple 15. Soit G = Z/6Z x Z/10Z.
Ses diviseurs élémentaires sont 2 et 30 et par isomorphismes chinois on a Z/6Z x Z/10Z ~ 7./27. x
Z]3Z x 7107 ~ Z]2Z x 7./ 30Z.

2 Les groupes symétrique et alterné

2.1 Le groupe symétrique

Soit n > 1 un entier.

Définition 16. Soit o € S,,. On note Fizo = {i € {1,...,n},0(i) = i} (points fizes de o) et Suppo
son complémentaires (support de o).

Proposition 17. Deux permutations a supports disjoints commutent.

Définition 18. Si 2 < k < n un entier, on appelle k-cycle (ou cycle de longueur k) une permutation
o telle que :

1. |Supp o| =k,

2. Il existe une énumération Supp o = {i1,..., i} qui vérifie¥Ym € {1,... k—1}, o(ix) = o(ixs1)
et o(iy) =1iy.



On appelle tout cycle de longueur 2 une transposition.

Proposition 19. Soit k € {2,...,n}, un k-cycle est d’ordre k.
Les k-cycles sont conjugués.

Proposition 20 (Décomposition en cycles d’'une permutation). Soit o € S, il existe unique famille
de cycles {c;} d supports disjoints telle que o = Il¢;.
En particulier, les cycles engendrent S,,.

. iy . (1 23 456 7 8\
Exemple 21. On a la décomposition en cycles suivante : o = <5 S 6 13 47 2) =(15364)(28).
Proposition 22. Soit 0 € S,, décomposée en cycles o = ll¢;, alors ordre de o est le ppcm des

longueurs des c;.

Proposition 23. Les transposition engendrent S,,.

2.2 Le groupe alterné

Définition 24 (Signature). On définit la signature d’une permutation o € S, par

o) 1w W=
{ijye{l,..n}2  J—1

Proposition 25. La signature est un morphisme de groupes € : S, — {—1,1}.
Pour toute transposition T on a (1) = —1.

Définition 26. On définit le groupe alterné A, = kere (sous-groupe des permutations paires).

Proposition 27. A, est distingué, et sin > 2 on a |A,| = %.

[Début DEV 1]

Proposition 28. Les produits de deux transpositions engendrent A,,.
Les 3-cycles engendrent A,,.

Proposition 29. On a A; = Ay = {1} et A3 ~7/3/Z.
Ay n’est pas simple.
Pour n > 5, A, est simple.

[Fin DEV 1]

3 Sous-groupes finis de O(3) et SO(3)

On fixe F3 un espace euclidien de dimension 3, et on consideére les polyedres convexes (bornés)
réguliers (solides de Platon) centrés en 0.

Définition 30. Soit P un tel polyédre, on note Iso(P) = {g € O(Es),g(P) = P}.
On note S ’ensemble de ses sommets, A celui de ses arrétes et F ['ensemble de ses faces.

Proposition 31. L’action de Iso(P) est fidéle sur S.

(Début DEV 2 - Solides de Platon)



Proposition 32. Soit T le tétraédre régulier, on a Iso(T) ~ Sy et Isot(T) ~ Ay.

Proposition 33. Soit C' le cube, on a Iso™(C) ~ Sy et Isot x {—1,+1} ~ Iso(C).

Proposition 34 (Dualité entre O et C). Soit O octaédre régulier, on a Iso(O) = Iso(C).
Proposition 35. Soit D le dodécaédre réqulier, on a Iso™ (D) ~ Ay et Iso(D) = {—1,+1} xIso™ (D)

Proposition 36. ([Dualité entre I et D] Soit I l'icosaédre réguliers, on a Iso(I) = Iso(D).

(Fin DEV 2)

Théoréme 37 (Klein). Les sous-groupes finis de SO(3) sont, a conjugaison pres, les groupes évoqués
ci-dessus.

Autrement dit : tout sous-groupe fini de SO(3) est soit cyclique, soit un groupe de Klein (isomorphe
a (Z)27)?), soit dihédral (isomorphe a ) soit isomorphe a Ay, Sy ou As.



