
Leçon 264 : Variables aléatoires discrètes. Exemples et applications.

On se place dans pΩ,F , P q un espace probabilisé, A est un
événement de probabilité non nulle.

1 Généralités

1.1 Caractérisation

Définition 1. Une variable aléatoire discrète est une fonction X :
Ω Ñ R tel que XpΩq est un ensemble réel fini ou dénombrable.

Définition 2. La loi d’une variable aléatoire discrète X est l’appli-
cation PX : A P PpRq ÞÑ P pX P Aq P R`.

Définition 3. La fonction de répartition d’une variable aléatoire
discrète X est l’application F : x P R ÞÑ P pX ď xq P r0, 1s.

Proposition 4. Soit X vad de fonction de répartition F , alors :

— F est croissante sur R ,

— lim
nÑ´8

F pxq “ 0 et lim
nÑ`8

F pxq “ 1,

— F est continue à droite,

— Si a P XpΩq tel que P pX “ aq ą 0 alors F admet à gauche un
saut de discontinuité égal à P pX “ aq.

1.2 Lois usuelles

Définition 5. Soient a, b P N, on dit que X suit la loi uniforme sur
ra, bs noté X „ Upra, bsq lorsque pour tout k P Ja, bK, P pX “ kq “

1
b´a`1

Définition 6. Une variable X suit une loi de Bernoulli de paramètre
p P r0, 1s, noté X „ Bppq lorsque X est à valeur dans t0, 1u et
P pX “ 1q “ p et P pX “ 0q “ 1 ´ p.

Proposition 7. Toute fonction indicatrice d’un événement est une
variable de Bernoulli, en particulier le produit de 2 variables de Ber-
noulli est encore une variable de Bernoulli.

Définition 8. En réalisant successivement n épreuves de Bernoulli
indépendantes de même loi Bppq, on obtient une variable aléatoire
qui suit une loi binomiale de paramètre n et p noté X „ Bpn, pq.
Ainsi X est à valeur dans J1, nK et pour tout k P J1, nK on a P pX “

kq “
`

n
k

˘

pkp1 ´ pqn´k.

Définition 9. En considérant une succession infinie d’épreuves de
Bernoulli indépendantes de même loi Bppq, en notant X la va du
premier succès alors X suit la loi P pX “ nq “ p1 ´ pqn´1p. On dit
que X suit la loi géométrique de paramètre p noté X „ Gppq.

Définition 10. Pour modéliser n tirages aléatoires sans remise dans
une urne avec N boules sera modélisé par une loi hypergéométrique
noté X „ HpN,n, pq. X sera presque sûrement à valeur dans

Jmaxp0, n ´ p1 ´ pqN ; minpn, pNqK et P pX “ kq “
pNp

k qpp1´pqN
n´k q

pN
nq

.

Remarque 11. Lorsque N est grand devant n, la loi de X est bien
approchée par une loi binomiale. La loi HpN,n, pq converge en loi
quand N Ñ 8 vers une loi Bpn, pq.

Définition 12. Pour décrire la probabilité d’événement rares sur un
temps long, on utilise la loi de Poisson de paramètre λ ą 0 noté X „

Ppλq qui est presque sûrement à valeur dans N et P pX “ kq “ e´λλk

k!

Théorème 13. Soit ppnqn suite réels dans s0, 1r tels que lim
nÑ8

npn “

λ. Pour chaque n on répète n fois une épreuve de Bernoulli de proba-
bilité pn et on note Xn la va égale au nombre de succès obtenus, ainsi

Xn „ Bpn, pnq. Alors pour tout k P N on a lim
nÑ8

P pXn “ kq “ e´λλk

k!
.

On dira plus tard que pXnqn converge en loi vers Ppλq.

2 Moments et fonctions génératrices

2.1 Moments

Définition 14. L’espérance d’une variable aléatoire discrète X telle
que XpΩq “ txk; k P Ku et pk :“ P pX “ xkq est la quantité ErXs :“
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ř

kPK

xkpk. On dit que X est intégrable ou admet une espérance lorsque

la famille ppkxkqk est sommable.
Dans le cas où K “ N, X admet une espérance lorsque la série
ř

pk|xk| converge.

Théorème 15. Soit X va à valeur dans N . Alors X est intégrable
si et seulement si la série

ř

P pX ě nq converge. De plus dans R Y

t`8u on a l’égalité ErXs “
8
ř

n“1

P pX ě nq “
8
ř

n“0

P pX ą nq.

Proposition 16. Soient X et Y des variables aléatoires discrètes :

— Si X est presque sûrement constante égale à a alors X admet
une espérance et ErXs “ a, en particulier ErErXss “ ErXs.

— Si X ě 0 alors E rXs ě 0 et si E rXs “ 0 alors X est nulle
presque sûrement.

— Si X ě 0 presque sûrement et si E rXs “ 0 alors X “ 0 presque
sûrement.

— Si X ď Y admettent une espérance alors E rXs ď E rY s.

— X admet une espérance si et seulement |X| en admet une et on
a |E rXs| ď E r|X|s.

— Soient xα, β P R et X, Y admettent une espérance alors
E rαX ` βY s “ αE rXs ` βE rY s.

Définition 17. Pour n P N˚ on définit le moment d’ordre n d’une
va discrète X prenant les valeurs txk; k P Ku, comme l’espérance,
lorsqu’elle existe de Xn : mnpXq “ E rXns “

ř

kPK

xn
kpk.

Théorème 18. Soit X va discrète admettant un moment d’ordre
n ě 2, alors X admet des moments d’ordre 1, 2, . . . , n.

Définition 19. On dit qu’une variable aléatoire discrète X discrète
admet une variance ou est de carré intégrable lorsqu’elle admet un
moment d’ordre 2, sa variance est alors VpXq “ E rpX ´ E rXsq2s “

E rX2s ´ E rXs
2

ě 0.

Si X admet une variance alors son écart-type est σX “
a

VpXq.

Proposition 20. Soit X va discrète admettant une variance et a, b P

R. Alors aX ` b admet une variance et VpaX ` bq “ a2VpXq.

Remarque 21. En annexe il y a un tableau des espérance et variances
des lois classiques énoncées précédemment.

2.2 Fonctions génératrices

Définition 22. Soit X variable aléatoire à valeur entière positive.
La fonction génératrice de X est la série entière définie par : @s P

C, |s| ď 1, GXpsq “
ř

kPN
P pX “ kqsk “ ErsXs

Proposition 23. Soit X va discrète à valeur dans N , de fonction
génératrice G.

1. G est définie sur r´1, 1s au moins, et de classe C8 sur s ´ 1, 1r

au moins.

2. Gp1q “ 1 et Gptq P r0, 1s pour t P r0, 1s.

3. G est absolument monotone sur r0, 1s : toutes ses dérivées suc-
cessives sont positives.

Théorème 24. On peut récupérer les probabilités pn à partir des

dérivées successives de G en 0 : pn “ P pX “ nq “
Gpnqp0q

n!
.

Ainsi la fonction génératrice caractérise la loi de X, deux variables
aléatoires de même fonction génératrice ont la même loi.

Théorème 25. Une va discrète X est intégrable si et seulement si G
est dérivable à gauche en 1 et alors E rXs “ G1p1q. Plus généralement
X est intégrable k fois si et seulement si G est k fois dérivable
à gauche en 1. Notamment pour k “ 2 X admet une variance et
VpXq “ G2p1q ` G1p1q ´ G1p1q2.

Remarque 26. En annexe, un tableau avec les fonction génératrices
des lois classiques et leur domaine de définition.

Exemple 27. Galton Watson

Théorème 28. Si X et Y indépendantes à valeur entière positives
alors GX`Y psq “ GXpsqGY psq. Plus généralement si X1, . . . , Xn

sont des variables aléatoires indépendantes alors GX1`¨¨¨`Xnpsq “

GX1psq . . . GXnpsq.

Exemple 29. Si X „ Ppλq et Y „ Ppµq alors X ` Y „ Ppλ ` µq.
Si X „ Bpn, pq et Y „ Bpm, pq alors X ` Y „ Bpn ` m, pq.

Théorème 30. (Hadamard) Soit f “
ř

nPN
anz

n P HpCq on pose

f “ u`iv et pour r P R` la valeur Aprq “ sup
|z|“r

Repfpzqq. Alors

pour tout n P N on a |an| ď 2Aprq´up0q

rn
et si Aprq “

rÑ8
Oprdq

alors f P CdrXs.
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Lemme 31. Soit f P HpCq de type exponentiel sans zéros telle que
fp0q “ 1 alors il existe a P C telle que fpsq “ exppazq pour tout
z P C.

Théorème 32. Soient X et Y variables aléatoires à valeur
dans N telles que Z “ X ` Y „ Ppλq alors X et Y suivent
chacun une loi de Poisson.

3 Convergence et théorèmes limites

3.1 Borel-Cantelli et loi des grands nombres

Théorème 33. Soit pAnqnPN suite d’événement :

— Si la somme
ř

P pAnq est finie alors P plim sup
nPN

Anq “ 0, c’est-à-

dire presque sûrement, seul un nombre fini d’évènements An se
réalisent.

— Si la somme
ř

P pAnq “ `8 et les An sont indépendants alors
P plim sup

nPN
Anq “ 1, c’est-à-dire que presque sûrement un nombre

infini d’événements se réalisent.

Exemple 34. Si un singe immortel presse aléatoirement les touches
d’un clavier d’une machine à écrire chaque seconde, alors il tapera
presque sûrement cette leçon une infinité de fois.

Exemple 35. Marche aléatoire non bornée

Théorème 36. (Loi faible des grands nombres) Soit pXnqnPN suite de
variables indépendantes identiquement distribuées (iid) intégrables.

Alors 1
n

n
ř

k“1

Xk converge en probabilité vers ErX1s.

Théorème 37. (Loi Forte des Grands Nombres) oit pXnqnPN suite de
variables aléatoires iid de même loi que X. Alors la suite pSn

n
qnPN “

pX1`¨¨¨`Xn

n
qnPN converge presque sûrement vers m si et seulement si

X intégrable et m “ ErXs.

3.2 Convergence en loi et TCL

Définition 38. Soit X une variable aléatoire réelle, on appelle fonc-
tion caractéristique de X la fonction φX : R Ñ C ; t ÞÑ EreitXs.

Définition 39. On dit que pXnqn converge en loi vers X, noté

Xn
L

ÝÑ
nÑ8

X lorsque pour toute fonction f P CbpRq on a E rfpXnqs
cvs

ÝÑ
nÑ8

E rfpXqs

Remarque 40. Il n’y a pas unicité de la limite, si Xn
L

ÝÑ
nÑ8

X et

Xn
L

ÝÑ
nÑ8

Y alors on peut seulement dire que X et Y ont la même loi

mais ne sont pas forcément égales.

Théorème 41. Une autre caractérisation de la convergence
en loi est pour toute fonction f P C0pRq on a E rfpXnqs

cvs
ÝÑ
nÑ8

E rfpXqs.

Théorème 42. (Lévy) Soit pXnqnPN suite de variables
aléatoires réelles et X variable aléatoire réelle. On a pXnqnPN
converge en loi vers X si et seulement si φXn ÝÑ

nÑ8
φX simple-

ment sur R .

Théorème 43. (TCL) Soit pXnqnPN suite de variables
aléatoires iid et L2. On note m “ ErX1s et σ

2 “ V arpX1q alors

on a que la suite
´

Sn´nm
σ

?
n

¯

nPN
converge en loi vers N p0, 1q.

Application 44. (Stirling) On a n! „
nÑ8

nne´n
?
2πn.
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4 Annexe

DEV 1 : Indécomposabilité de la loi de Poisson 30 et 32
DEV 2 : Stirling par TCL 43 et 44
DEV 3 : Levy et TCL 41, 42 et 43

Références

[APP24] Walter APPEL : Mathématiques pour l’agrégation
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RAPPORT DU JURY :
Le jury attend des candidates et candidats qu’ils rappellent la
définition d’une variable aléatoire discrète et que des lois usuelles
du programme soient présentées, ainsi que leurs liens éventuels. Il
est important de proposer quelques exemples de modélisation faisant
intervenir ces lois. Les techniques spécifiques aux variables discrètes,
notamment à valeurs entières (caractérisation de la convergence en
loi, notion de fonction génératrice) doivent être mises en évidence et
illustrées par des exemples variés. La marche aléatoire symétrique
sur Z ou le processus de Galton-Watson fournissent des exemples
riches.
Les candidates et candidats solides peuvent aborder la loi du lo-
garithme itéré (par exemple dans le cas de la marche aléatoire
symétrique), les châınes de Markov, les processus de Poisson.
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