Lecgon 262 : Convergences d’'une suite de variables aléatoires. Théoremes limite. Exemples et applications.

On se place dans (2, F,P) un espace probabilisé, A est un
événement de probabilité non nulle et (X,), et X des va définies
sur €2

1 Modes de convergence

1.1 Convergence presque siire

Définition 1. On dit que (X,), converge presque surement vers X

lorsque P(w € Q; lim X,,(w) = X (w)) = 1. On écrit alors X,, 2> X
n—0oo

ou X,, > X ps.

Proposition 2. Soit f : R — R continue. Si X, = X alors
n—0oo
ps
f(X5) - (X).

Théoreme 3. Les assertions suivantes sont équivalentes :
ps )
— Xn - ’

n—aoo
— Pour tout e > 0, P(|X,, — X| >¢,1.5) =0;
— Pour tout e > 0, P(In > N | X,, — X| > ¢) e 0;
— Pour tout € > 0, P(sup|X,, — X| >¢) — 0

n=N N—0

Corollaire 4. 1. Si pour tout ¢ > 0, la série >. P(|X,, — X| > ¢)

ps
converge alors X,, — X.
n—0o0

2. Si la série Y E[| X, — X|] converge, alors X,, 2> X.

n—0o0

1.2 Convergence en probabilité

Théoréeme 5. (Bienaymé-Tchebychev) Soit X € L*? wvariable
aléatoire réelle discréte admettant une variance. On note m = E[X]

et 02 = V(X). Alors pour tout e >0 on a P(|X —m|>¢) < Z_j

Déﬁnition 6. On dit que (X,), converge en probabilité vers X,
noté X,, — X lorsque Ve > 0 , P(1 X, — X| > 5) — O

n—ao0

Théoreme 7. Si X,, > X et X,, => Y alors X 2Y.

n—0o0 n—0o0
Proposition 8. Soient X,,,Y,,, X, Y des va sur €2, alors :
1.X, 5 X = (X,-X) -5 0;

n—ao0 n—oo

2. 8 X, 5 X etY, 25 Y alors aX, + Y, —>0¢X—i—ﬁY

n—0o0 n—0o0

Théoréme 9. Soit ¢ : RT — RT positive, continue, bornée, crois-
sante, telle que ¥(0) = 0 et strictement croissante au voisinage de

0. Alors X,, > X hmE[ (X, — X])] =0

n—00
On peut prendre Y(x) = mln(l,x) ou P(r) = 5= ou YP(r) =
arctan(z).

Théoreme 10. On a les propriétés suivantes :

1. 8i X, 2 X et si f: R — R continue alors f(X,) — f(X).

n—0o0 n—00
. ps P
2. 51 X, — X alors X,, — X.
n—0o0 n—0o0

Remarque 11. La réciproque est fausse, mais on verra une condition
pour obtenir une réciproque partielle.

1.3 Convergence dans LP

Définition 12. On dit que (X,), converge dans L' vers X
lorsque les variables aléatoires X — Xn sont intégrables et que

E[|X — X,|] — 0. On écrit alors X,, — X.

n—0o0
Cette deﬁnltlon Valable pour les variables réelles se transpose aux

variables dans R™ en remplagant | X — X,,| par [ X — X,,|.



Théoréme 13. Si X,, = X alors E[X,] <> E[X].

n—aoo n—0oo
Définition 14. Pour p € N*  on dit que (X,,), converge vers X dans
L? lorsque E [| X, — X|/] — 0 noté X,, = X.
n—0o0

n—o0
Remarque 15. LP est muni d'une norme en posant [X|, =
E[|X[]"".

Théoreme 16. Si X, L X et X, S Y oalors X = Y presque

n—0o0 n—0o0
surement.

Proposition 17. $i X, —> X alors E[X2] =5 E[X?] et
n—0o0 n—aw

V(X,) = V(X).

n—0o0

Théoreme 18. 1. Si X, X5 X alors X, 2> X

n—o0 n—0o0

2. SaniXet1<q<pal0ranﬂ>XetXnL1>X.

n—0o0 n—0o0 n—0o0

1.4 Convergence en loi

Définition 19. La fonction de répartition F' d'une var X est la
fonction définie sur R par F(z) = P(X < ).

Théoreme 20. La fonction de répartition caractérise la loi.

Définition 21. On dit que (X,), converge en loi vers X, noté

X,, -5 X lorsque pour toute fonction f € G(R)onaE[f(X,)] —

n—o0 n—a0

E[f(X)]

Remarque 22. 11 n’y a pas unicité de la limite, si X, £ X et
n—o0

X, £, Y alors on peut seulement dire que X et Y ont la méme loi
n—aoo

mais ne sont pas forcément égales.

Théoreme 23. Une autre caractérisation de la convergence
en loi est pour toute fonction f € Co(R) on a E[f(X,)] —

E[f(X)]. o

Proposition 24. Si X, £ X et f + R — R continue alors
n—aoo
c
F(Xn) = f(X).

Définition 25. Lorsque X variable aléatoire a valeur dans RY,
la fonction caractéristique de X est la fonction ¢x : RY —
C ; t — E[exp(itX)]. Lorsque X admet une densité f alors

ex(t) = §yexp(itz) f(z)dz.

Proposition 26. Deuxr wvariables aléatoires X et Y sont
indépendantes si et seulement si p(xy) = OxPy-

Théoreme 27. (Lévy) Soit (X,)nen Suite de wvariables

aléatoires réelles et X wvariable aléatoire réelle. On a (X, )nen

converge en loi vers X si et seulement si px, — px simple-
n—a0

ment sur R .

Proposition 28. Soient (X,,)n, (Yn)n, X, Y des variables aléatoires
sur €. On suppose pour tout n € N que X, et Y, indépendants

et X etY indépendants. X, L X et Y, £, Y. Alors la suite

n—00 n—0o0
(X0, Yo)n £, (X,Y), en particulier X,, +Y, L X 4+ Y et
n—00 n—aw
X,Y, 5 XY.

n—00

Théoréme 29. Soient (f,)n les densités de (X,,), et f densité de

X. Si (fn)n converge presque partout vers f alors X, £, X,
n—aoo

2 Relation entre les modes de convergence

Théoreme 30. On a les implications X, X = X, 2,
n—0o0 n—0o0

X — X, 5 X.

n—ao0

Remarque 31. Voir annexe pour un schéma des implications.

Théoréme 32. (Borel-Cantelli) Soit (A,)nen suite d’événement :
— Si la somme Y, P(A,) est finie alors P(limsupA,) = 0, c’est-a-

neN
dire presque sturement, seul un nombre fini d’évenements A, se

réalisent.

— Si la somme Y, P(A,) = 4+ et les A, sont indépendants alors
P(limsupA,) = 1, c’est-a-dire que presque surement un nombre
neN
infini d’événements se réalisent.



FExemple 33. Si un singe immortel presse aléatoirement les touches
d’un clavier d’'une machine a écrire chaque seconde, alors il tapera
presque surement cette lecon une infinité de fois.

Proposition 34. 5@ X, L5 X alors il existe une suite extraite
n—ao0

(Xom))n qui converge presque surement vers X.

Théoréme 35. Si X, I X et (X,)n est presque surement bornée
n—o0

(il existe M € R tel que P(|X,| < M) =1 pour tout n € N), alors
X, X pour tout p = 1.

n—o0

Proposition 36. 5t X, P X et s (Xn)n est bornée dans un L9

n—o0

alors pour tout 1 < p < q, X, X,

n—0o0

Remarque 37. Voir annexe schéma des réciproques partielles.

3 Théoremes limites

3.1 Lois des grands nombres

Théoréme 38. (Loi faible des grands nombres) Soit (X,,)nen suite de
variables indépendantes identiquement distribuées (iid) intégrables.

Alors £ 3 X, converge en probabilité vers E[X].
k=1

Théoréme 39. (Loi Forte des Grands Nombres) Soit (X, )nen
suite de variables aléatoires iid de méme loi que X. Alors la suite
(%")%N = (%)%N converge presque surement vers m si et

seulement si X intégrable et m = E[X].

3.2 Théoréme central limite

Théoréme 40. (TCL) Soit (X,)nen suite de wvariables
aléatoires iid et L?. On note m = E[X] et 0? = Var(X,) alors

on a que la suite (%’%) converge en loi vers N'(0,1).
neN

Application 41. (Stirling) On a n! ~ n"e™"/27mn.

n—0o0

4 Annexe
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DEV 1 : Stirling par TCL [A0] et
DEV 2 : Levy et TCL 23] [27] et
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RAPPORT DU JURY :

Les liens entre les différents modes de convergence d’une suite de
variables aléatoires doivent éetre illustrés par des exemples et contre-
exemples variés. Ainsi, les implications entre les divers modes de
convergence, et les réciproques partielles doivent étre connues. Les
théoremes de convergence du programme (lois des grands nombres,
théoreme central limite) sont bien str au coeur de cette legon, et la
preuve de la loi forte des grands nombres, éventuellement sous des
hypotheses de confort, peut étre présentée. Les liens de ces théoremes
limite avec les questions d’estimation ponctuelle, d’estimation par in-
tervalle de confiance en statistique, ont leur place dans cette lecon.
Les candidates et candidats solides peuvent aborder la conver-
gence des séries de variables aléatoires indépendantes, les marches
aléatoires, la loi du logarithme itéré, la méthode de Monte Carlo,
le théoreme central limite dans R?, les chaines de Markov, les lois
stables ou infiniment divisibles.
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