
Leçon 261 : Loi d’une variable aléatoire: caractérisations, exemples, applications.

On se place dans pΩ,F , P q un espace probabilisé, A est un
événement de probabilité non nulle et pXnqn et X des va définies
sur Ω

1 Loi d’une variable aléatoire

1.1 Généralités

Définition 1. Une variable aléatoire est une application X : Ω Ñ R
telle que pour tout borélien B P B, l’événement tX P Bu est un
élément de la tribu F .

Proposition 2. Soit X une application sur pΩ,Fq. Alors X est une
variable aléatoire si et seulement si tX ď xu P F pour tout x P R.
(Fonctionne aussi pour x P Q)

Définition 3. La loi d’une variable aléatoire X est l’application
définie sur la tribu des boréliens PX : B P B ÞÑ P pX P Bq P r0, 1s.

Proposition 4. Si X est une variable aléatoire, alors sa loi PX est
une mesure de probabilité sur R .

Définition 5. L’espérance E rXs d’une variable aléatoire sur
pΩ,F , P q est son intégrale sur cet espace. Lorsque E rXs ă 8, on dit
que X est intégrable.

Définition 6. Si X est à valeur dans R on définit sa partie positive
et sa partie négative comme X` “ maxpX, 0q et X´ “ maxp´X, 0q,
de sorte que X “ X` ´ X´ et |X| “ X` ` X´. Si X` et X´ sont
intégrables alors X est intégrable et E rXs “ E rX`s ´ E rX´s.

Théorème 7. L’espérance est une forme linéaire, c’est-à-dire pour
toute variables aléatoires intégrables X, Y et tout α, β P R on a
E rαX ` βY s “ αE rXs ` βE rY s.

Théorème 8. (Transfert) Soit X variable aléatoire et φ : R Ñ R
mesurable. Alors φpXq intégrable si et seulement si φ intégrable

pour la mesure PX et dans ce cas : E rφpXqs “
ş

Ω
φpXqdP “

ş

R φpxqdPXpxq.

Définition 9. Soit p P N˚ et X variable aléatoire telle que Xp

est intégrable, on dit que X admet un moment d’ordre p qui est
mppXq “ E r|X|ps.

Remarque 10. Une va admettant un moment d’ordre 2 admet donc
une variance VpXq “ E rX2s ´ E rXs

2.

Théorème 11. (Markov) Soit Y v.a. positive intégrable, alors pour

tout t ą 0 on a P pY ě tq ď
ErY s

t
.

Théorème 12. (Bienaymé-Tchebychev) Soit X va réelle admettant
moment d’ordre 2, d’espérance m et de variance σ2. Alors pour tout
ε ą 0 on a : P p|X ´ m| ě εq ď σ2

ε2
.

1.2 Lois usuelles

En annexe un tableau des lois usuelles.

Remarque 13. Voici des exemples de modélisations pour les lois
usuelles :

1. Loi uniforme : Choix au hasard d’un réel entre a et b.

2. Loi de Bernoulli : Expérience à 2 issues de probabilité de succès
p (une pièce pipée).

3. Binomiale : Répétition n fois indépendante d’une Bernoulli
(lancé de n pièces pipée).

4. Géométrique : Rang du premier succès dans un schéma de Ber-
noulli.

5. Poisson : nombre d’occurrence dans une unité de temps d’un
événement (neutrinos).
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2 Fonctions de caractérisation

2.1 Fonction de répartition

Définition 14. La fonction de répartition d’une variable aléatoire
discrète X est l’application F : x P R ÞÑ P pX ď xq P r0, 1s.

Théorème 15. La fonction de répartition caractérise la loi. Si X et
Y ont la même fonction de répartition alors elles suivent la même
loi.

Proposition 16. Soit X va de fonction de répartition F , alors :

1. F est croissante sur R ,

2. lim
nÑ´8

F pxq “ 0 et lim
nÑ`8

F pxq “ 1,

3. F est continue à droite,

4. Si a P XpΩq tel que P pX “ aq ą 0 alors F admet à gauche
un saut de discontinuité égal à P pX “ aq. Plus précisément
P pX “ aq “ F paq ´ F pa´q.

Définition 17. On dit qu’une variable aléatoire X admet une den-
sité, lorsqu’il existe une fonction f : R Ñ R` telle que pour tout
x P R, F pxq “

şx

´8
fptqdt

Proposition 18. Soit X va réelle admettant pour densité f , α P

R˚ et β P R, alors αX ` β admet pour densité la fonction gpyq “
1
|α|f

`

y´β
α

˘

.

Proposition 19. Si pour toute fonction f mesurable bornée on a
E rfpXqs “

ş

R fpxqgpxqdx alors X admet pour densité g.

Remarque 20. Si la fonction de répartition est de classe C1 alors, il
suffit de la dériver pour obtenir la fonction de densité.

Théorème 21. Soit X va réelle admet une densité f . X est
intégrable si et seulement si x ÞÑ xfpxq est intégrable et dans ce
cas E rXs “

ş

R xfpxqdx.

2.2 Fonction caractéristique

Définition 22. Lorsque X variable aléatoire à valeur dans Rd,
la fonction caractéristique de X est la fonction φX : Rd Ñ

C ; t ÞÑ ErexppitXqs. Lorsque X admet une densité f alors
φXptq “

ş

R exppitxqfpxqdx.

Proposition 23. Soit X variable aléatoire réelle de fonction ca-
ractéristique φX .

— Pour tout t P R, on a |φXptq| ď φXp0q “ 1.

— φXp´tq “ φXptq.

— Soient a, b P R, alors φaX`bptq “ exppitbqφXpatq.

Théorème 24. (Inversion) Soit X variable aléatoire dont la fonc-
tion caractéristique φX est intégrable sur R , alors X admet une
densité donnée par la formule fpxq “ 1

2π

ş

R expp´itxqφXptqdt.

Exemple 25. La fonction caractéristique d’une loi normale N p0, 1q

est φptq “ expp´t2{2q. Celle d’une loi N pm,σ2q est φptq “

exppimtq expp´σ2t2{2q.

Théorème 26. Si X admet un moment d’ordre n alors φX est de

classe Cn et φ
pnq

X p0q “ inE rXns.

Théorème 27. Si X est à valeur dans Z , alors pour tout n P Z on
a P pX “ nq “ 1

2π

ş2π

O
φXptq expp´intqdt.

Corollaire 28. SI deux variables aléatoires discrètes ont la même
fonction caractéristiques, alors elles ont la même loi.

Proposition 29. Deux variables aléatoires X et Y sont
indépendantes si et seulement si φpX,Y q “ φXφY .

2.3 Fonction génératrice

Définition 30. Soit X variable aléatoire à valeur entière positive.
La fonction génératrice de X est la série entière définie par : @s P

C, |s| ď 1, GXpsq “
ř

kPN
P pX “ kqsk “ ErsXs

Proposition 31. Soit X va discrète à valeur dans N , de fonction
génératrice G.

1. G est définie sur r´1, 1s au moins, et de classe C8 sur s ´ 1, 1r

au moins.

2. Gp1q “ 1 et Gptq P r0, 1s pour t P r0, 1s.

3. G est absolument monotone sur r0, 1s : toutes ses dérivées suc-
cessives sont positives.

Théorème 32. On peut récupérer les probabilités pn à partir des

dérivées successives de G en 0 : pn “ P pX “ nq “
Gpnqp0q

n!
.

Ainsi la fonction génératrice caractérise la loi de X, deux variables
aléatoires de même fonction génératrice ont la même loi.
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Théorème 33. Une va discrète X est intégrable si et seulement
si G est dérivable à gauche en 1 et alors E rXs “ G1

gp1q. Plus
généralement X est intégrable k fois si et seulement si G est k fois
dérivable à gauche en 1. notamment pour k “ 2 X admet une va-
riance et VpXq “ G2p1q ` G1p1q ´ G1p1q2.

Théorème 34. Si X et Y indépendantes à valeur entière positives
alors GX`Y psq “ GXpsq ` GY psq. Plus généralement si X1, . . . , Xn

sont des variables aléatoires indépendantes alors GX1`¨¨¨`Xnpsq “

GX1psq . . . GXnpsq.

Exemple 35. Si X „ Ppλq et Y „ Ppµq alors X ` Y „ Ppλ ` µq.
Si X „ Bpn, pq et Y „ Bpm, pq alors X ` Y „ Bpn ` m, pq.

Théorème 36. (Hadamard) Soit f “
ř

nPN
anz

n P HpCq on pose

f “ u`iv et pour r P R` la valeur Aprq “ sup
|z|“r

Repfpzqq. Alors

pour tout n P N on a |an| ď 2Aprq´up0q

rn
et si Aprq “

rÑ8
Oprdq

alors f P CdrXs.

Lemme 37. Soit f P HpCq de type exponentiel sans zéros telle que
fp0q “ 1 alors il existe a P C telle que fpsq “ exppazq pour tout
z P C.

Théorème 38. Soient X et Y variables aléatoires à valeur
dans N telles que Z “ X ` Y „ Ppλq alors X et Y suivent
chacun une loi de Poisson.

3 Convergence en loi

Définition 39. On dit que pXnqn converge en loi vers X, noté

Xn
L

ÝÑ
nÑ8

X lorsque pour toute fonction f P CbpRq on a E rfpXnqs
cvs

ÝÑ
nÑ8

E rfpXqs

Remarque 40. Il n’y a pas unicité de la limite, si Xn
L

ÝÑ
nÑ8

X et

Xn
L

ÝÑ
nÑ8

Y alors on peut seulement dire que X et Y ont la même loi

mais ne sont pas forcément égales.

Théorème 41. Une autre caractérisation de la convergence
en loi est pour toute fonction f P C0pRq on a E rfpXnqs

cvs
ÝÑ
nÑ8

E rfpXqs.

Théorème 42. (Lévy) Soit pXnqnPN suite de variables
aléatoires réelles et X variable aléatoire réelle. On a pXnqnPN
converge en loi vers X si et seulement si φXn ÝÑ

nÑ8
φX simple-

ment sur R .

Théorème 43. (TCL) Soit pXnqnPN suite de variables
aléatoires iid et L2. On note m “ ErX1s et σ

2 “ V arpX1q alors

on a que la suite
´

Sn´nm
σ

?
n

¯

nPN
converge en loi vers N p0, 1q.

Application 44. (Stirling) On a n! „
nÑ8

nne´n
?
2πn.

4 Annexe
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DEV 1 : Indécomposabilité de la loi de Poisson 36 et 38
DEV 2 : Stirling par TCL 44
DEV 3 : Levy et TCL 41, 42 et 43
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RAPPORT DU JURY :
Cette leçon concerne les diverses lois du programme, leurs interac-
tions et leurs propriétés de stabilité, et appelle donc quelques illustra-
tions concrètes et bien choisies de calculs de lois, dans un contexte de
modélisation. Le théorème de transfert, qui calcule E rfpXqs à l’aide
de la loi de X, les vecteurs aléatoires à coordonnées indépendantes,
ainsi que la caractérisation de la loi par la fonction de répartition,
fonction génératrice ou caractéristique, sont au coeur de cette leçon.
Les principales propriétés des fonctions de répartition et des fonc-
tions caractéristiques des variables aléatoires réelles doivent être

connues. Les candidates et candidats peuvent également aborder la
convergence en loi en l’illustrant d’exemples et d’applications variés
en probabilités et/ou en statistique (estimation par intervalle de
confiance).
Les candidates et candidats solides peuvent s’intéresser à la ca-
ractérisation de la loi par les moments, à des inégalités de concen-
tration, aux vecteurs gaussiens, au théorème central limite dans Rd,
aux châınes de Markov, aux processus de Poisson.
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