
Leçon 250 : Transformation de Fourier. Applications

On note C0pRq l’ensemble des fonctions f : R Ñ C continues telles
que lim

|x|Ñ8
fpxq “ 0.

1 Transformée dans L1

1.1 Définitions et propriétés

Définition 1. Soit f P L1pRq. Lorsqu’elle existe on appelle trans-

formée de Fourier de f la fonction f̂ : R Ñ C ; ξ ÞÑ
ş

R fptqeiξtdt.

Lemme 2. (Riemann-Lebesgue) Soit f P L1pRq alors f̂ existe et

lim
|x|Ñ8

f̂pxq “ 0.

Théorème 3. Pour tout f P L1pRq la fonction f̂ est continue et
›

›

›
f̂

›

›

›

8
ď }f}1.

Définition 4. On appelle transformation de Fourier l’application
F : L1pRq Ñ C0pRq ; f ÞÑ f̂ .

Corollaire 5. La transformation de Fourier F : pL1pRq, }.}1q Ñ

pC0pRq, }.}
8

q est une application linéaire continue.

Exemple 6. Soit a ă b P R alors Fp1ra,bsqp0q “ b´a et Fp1ra,bsqpξq “

2 sinp b´a
2

ξq

ξ
e´ipa`bqξ{2 sinon.

Définition 7. Soit f : R Ñ C et a P R, on note :

1. f : R Ñ C ; x ÞÑ fpxq,

2. La symétrisée de f notée f̌ : R Ñ C ; x ÞÑ fp´xq,

3. La translaté de f notée τapfq : R Ñ C ; x ÞÑ fpx ´ aq.

Proposition 8. Pour tout f P L1pRq on a : Fpf̌q “ ˇpFpfqq et

Fpfq “ p ˇFpfqq.

Corollaire 9. Si f est paire (resp impaire) alors f̂ est paire (resp
impaire).

Proposition 10. Soit f P L1pRq, a P R et λ P R˚ alors @ξ P

R,Fpfpλxqqpξq “ 1
λ
f̂p

ξ
λ

q, Fpτafqpξq “ e´iaξf̂pξq et Fpeiaxfpxqqpξq “

τaf̂pξq

Exemple 11. Soit a ą 0 alors Fpe´ax2
qpξq “

a

π
a
eξ

2{4a.

1.2 Convolution et inversion

Définition 12. Soient f, g P L1pRq le produit de convolution de f
par g est f ˚ gpxq “

ş

R fptqgpx ´ tqdt.

Proposition 13. Pour tout f, g P L1pRq on a Fpf ˚ gq “ f̂ ĝ

Exemple 14. Il n’existe pas de neutre pour la convolution dans L1pRq.

Théorème 15. (Formule de dualité) Pour tout f, g P L1pRq

on a
ş

R fpuqĝpuqdu “
ş

R f̂pvqgpvqdv.

Théorème 16. La transformation de Fourier F : L1pRq Ñ

C0pRq est une application injective.

Exemple 17. L’équation de convolution f ˚ e´2|x| “ e´3|x| n’a pas de
solution dans L1pRq.

Théorème 18. (Formule d’inversion) Soit f P L1pRq telle que f̂ P

L1pRq alors
ˆ̂
f “ 2πf̌

Proposition 19. Soit f, g P L1pRq, si f̂ P L1pRq alors fg P L1pRq

et xfg “ 1
2π
f̂ ˚ ĝ.
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1.3 Dérivation et transformée

Proposition 20. Soit f P L1pRq X C1pRq telle que f 1 P L1pRq, alors
pf 1pξq “ iξf̂pξq pour tout ξ P R.

Corollaire 21. Soit k P N et f P L1pRq X CkpRq. Si f pkq P L1pRq

alors yf pkq “ ikξkf̂pξq.

Proposition 22. Soit f P L1pRq, si g : x ÞÑ xfpxq P L1pRq alors f̂

est dérivable et pf̂q1pξ “ ´iĝpξq pour tout ξ P R.

Corollaire 23. Soit k P N et f P L1pRq. Si pour tout l P t1, . . . , ku

les fonctions gl : x ÞÑ xlfpxq P L1pRq alors f̂ est k fois dérivable,

pf̂qpkq est continue bornée sur R et pf̂qpkqpξq “ p´iqk pgkpξq pour tout
ξ P R.

Exemple 24. Soit f : R Ñ R ; x ÞÑ px ´ 1q2e´x2
, alors pour tout

ξ P R, on a f̂pξq “
?
πp1

2
` iξ ` 1

4
ξ2qe´x2

.

2 Transformée dans d’autres espaces

2.1 Dans l’espace de Schwartz

Définition 25. Une fonction f : R Ñ C est dite à décroissance
rapide si pour tout k P N on a lim

|x|Ñ8
|xkfpxq| “ 0.

Lemme 26. Si f P L1
locpRq est à décroissance rapide alors pour tout

k P N, xkf P L1pRq.

Proposition 27. Soit f : R Ñ C alors :

— Si f P L1pRq à décroissance rapide alors f̂ P C8pRq.

— Si f P C8pRq et pour tout k P N la fonction f pkq P L1pRq, alors

f̂ est à décroissance rapide.

Définition 28. On appelle espace de Schwartz SpRq est l’espace des
fonctions f P C8pRq à décroissance rapide dont toutes les dérivées
sont à décroissance rapide.

Remarque 29. On a l’inclusion SpRq Ă L1pRq X C0pRq.

Proposition 30. L’espace de Schwartz est un espace vectoriel stable
par dérivation, par multiplication par un polynôme, par produit, par
conjugaison et par translation.

Théorème 31. L’espace de Schwartz SpRq est stable par transfor-
mation de Fourier.

Corollaire 32. La transformation de Fourier F : SpRq Ñ SpRq est
une application bijective et bicontinue. Son application inverse est
donnée par F´1pfqpxq “ 1

2π

ş

R fptqeitxdt pour x P R.

Proposition 33. L’espace de Schwartz SpRq est dense dans L2pRq

et dans C0pRq.

2.2 Dans L2

Théorème 34. (Formule de Perseval-Plancherel) Soit f P L1pRq X

L2pRq, on a
›

›

›
f̂

›

›

›

2

2
“ 2π }f}

2
2

Théorème 35. Soit f P L2pRq, alors :

1. Il existe une suite pfnqn dans L1pRq XL2pRq qui converge vers f
dans L2pRq,

2. Pour une telle suite pfnqn, la suite pf̂nqn converge dans L2pRq

vers une limite f̃ indépendante de la suite choisie.

Définition 36. La limite f̃ définie par le théorème ci-dessus est
appelée transformée de Fourier de f dans L2pRq.

Proposition 37. Si f P L1pRq XL2pRq et que l’on note f̂ sa trans-

formée dans L1pRq et f̃ sa transformée dans L2pRq alors f̂ “ f̃ .

Proposition 38. Soit f P L2pRq on pose φ1pξq “
şA

´A
fptqe´iξtdt

et ψApξq “ 1
2π

şA

´A
f̂ptqeiξtdt. On a alors lim

AÑ`8

›

›

›
φA ´ f̂

›

›

›

2
“ 0 et

lim
AÑ`8

}ψA ´ f}2 “ 0.

Corollaire 39. Lorsque f P L2pRq et f̂ P L1pRq on a pour presque

tout x P R fpxq “ 1
2π

ş

R f̂ptqeixtdt

Théorème 40. (Dualité) Soient f, g P L2pRq de transformée

dans L2pRq respectives f̃et g̃. Alors f̃ g et fg̃ sont dans L1pRq et
ş

R f̃puqgpuqdu “
ş

R fpuqg̃puqdu
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3 Application aux probabilités

Définition 41. Soit X une variable aléatoire réelle, on appelle fonc-
tion caractéristique de X la fonction φX : R Ñ C ; t ÞÑ EreitXs.

Proposition 42. Soient X et Y des variables aléatoires réelles,
alors :

1. φX est uniformément continue sur R ,

2. PX “ PY ðñ φX “ φY

3. Si φX P L1pRq alors X admet une densité f définie pour x P R
par fpxq “ 1

2π

ş

R e
´itxφXptqdt

Définition 43. On dit que pXnqn converge en loi vers X, noté

Xn
L

ÝÑ
nÑ8

X lorsque pour toute fonction f P CbpRq on a E rfpXnqs
cvs

ÝÑ
nÑ8

E rfpXqs

Théorème 44. Une autre caractérisation de la convergence
en loi est pour toute fonction f P C0pRq on a E rfpXnqs

cvs
ÝÑ
nÑ8

E rfpXqs.

Théorème 45. (Lévy) Soit pXnqn une suite de variables

aléatoires réelles, on a l’équivalence : Xn
L

ÝÑ X ðñ φXn

cvs
ÝÑ

φX .

Théorème 46. (Central Limite) Soit pXnqn suite de variables
aléatoires qui admettent un moment d’ordre 2, m “ ErX1s et

σ2 “ V arpX1q et Sn “
n
ř

i“1

Xi alors
Sn´mn?

nσ
ÝÑ
nÑ8

N p0, 1q

DEV 1 : Injectivité de la transformée 11,15 et 16
DEV 2 : Levy et TCL 44, 45 et 46
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RAPPORT DU JURY :

Cette leçon est consacrée à l’analyse de Fourier sur la droite réelle.
Au niveau de l’agrégation, elle peut être abordée dans trois cadres :
L1, classe de Schwartz des fonctions C8 à décroissance rapide, ou L2.
Les deux derniers cadres sont les plus satisfaisants du point de vue
de la symétrie obtenue, le dernier étant le plus délicat.
La leçon nécessite de rappeler le lien avec le produit de convolu-
tion. Elle doit aussi être illustrée par quelques applications significa-
tives : formule sommatoire de Poisson et ses applications, résolution
d’équations aux dérivées partielles, etc. Par ailleurs, les fonctions
caractéristiques et leurs applications en probabilités ont toute leur
place dans cette leçon.
Proposer comme développement le théorème d’échantillonage de
Shannon est pertinent, à condition d’avoir bien compris qu’il tra-
duit une isométrie entre deux espaces de Hilbert. Les candidates
et candidats solides peuvent s’intéresser aux vecteurs propres de la
transformée de Fourier sur L2pRq, à la non-dérivabilité de la fonction
de Weierstrass dans le cas le plus général, à l’algèbre de convolution
L1pRq, au théorème de Paley-Wiener qui caractérise les fonctions de
L2pRq dont la transformée de Fourier est à support compact, aux
principes d’incertitude, etc.
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