Lecon 250 : Transformation de Fourier. Applications

On note Cy(R) ensemble des fonctions f : R — C continues telles
que lim f(z) = 0.

|z| >0

1 Transformée dans L!

1.1 Définitions et propriétés

Définition 1. Soit f € L'(R). Lorsqu’elle existe on appelle trans-
formée de Fourier de f la fonction f: R — C; & — {; f(t)e’dt.

Lemme 2. (Riemann—Lebesgue} Soit f € L'(R) alors f existe et
lim f(z) =

|z[—c0

Théoréme 3. Pour tout f € L*(R) la fonction f est continue et

17 <11

Définition 4. On appelle transformation de Fourier I'application
F:L'R) - Cy(R); f— f.

Corollaire 5. La transformation de Fourier F : (L'(R),|.|,) —
(Co(R), |.]l,) est une application linéaire continue.

Exemple 6. Soit a < be R alors F(1,4)(0) = b—a et F(Lu)(§) =

2ein(136) o~i(athe/2 ginon
,5 .

Définition 7. Soit f: R — C et a € R, on note :
. f:R—-C; z— f(x),
2. La symétrisée de f notée f : R — C; = — f(—z),

3. La translaté de f notée 7,(f) : R — C x— f(x—a).

(
F(f) = (F(f)) et

Proposition 8. Pour tout f € L'(R) on a :
F(F) = (F()-

Corollaire 9. Si f est paire (resp impaire) alors f est paire (resp
impaire ).

Proposition 10. Soit f € L'(R), a € R et A € R* alors V¢ €
R, F(f(A2))(€) = 3£ (), F(raf)(€) = e F(€) et F(e" f(2))(€) =
Taf(§)

\/>€£2/4a

Ezemple 11. Soit a > 0 alors F(e

1.2 Convolution et inversion

Définition 12. Sment f g € LY(R) le produit de convolution de f
par g est f = g(x) = § f(t)g(x —t)dt.

Proposition 13. Pour tout f,g € L*(R) on a F(f +g) = f§

Exemple 14. Tl n’existe pas de neutre pour la convolution dans L' (R).

Théoréme 15. (Formule de dualz'té) Pour tout f,g € L'(R)
on a §g f(u)g(u)du = §g f(v)g(v)dv.

Théoréme 16. La transformation de Fourier F : L'(R) —
Co(R) est une application injective.

Ezemple 17. L’équation de convolution f = e=21#l = ¢=31#l n’a pas de
solution dans L*(R).

Théoréme 18. (Formule d’inversion) Soit f € L'(R) telle que f €
LY(R) alors f = 2nf

Prop051t10n 19. Soit f,g € L*(R), si f € L*(R) alors fg € L'(R)
et fg=2%f+d



1.3 Dérivation et transformée

Proposition 20. Soit f € L'(R) n C'(R) telle que f' € L*(R), alors
71(€) = i€ f(€) pour tout € € R.

Corollaire 21. Soit k € N et f € L'(R) n C*(R). Si f® e L'(R)
alors f0) = ikek f(g).

Proposition 22. Soit f € L*(R), si g : & — xf(x) € L*(R) alors f
est dérivable et (f) (& = —ig(&) pour tout £ € R.

Corollaire 23. Soit ke N et f e L*(R). Si pour tout l € {1,...,k}
les fonctions g, : © — x'f(x) € LY(R) alors f est k fois dérivable,
(f)®) est continue bornée sur R et (f)*) (&) = (—i)*qu(€) pour tout
e R.

Exemple 24. Soit f : R > R ; x — (x — 1)26*:’52, alors pour tout
§eR, ona f(&) = Va3 +if + 1e™.

2 Transformée dans d’autres espaces

2.1 Dans ’espace de Schwartz

Définition 25. Une fonction f : R — C est dite a décroissance
rapide si pour tout k€ N on a |l‘im 2% f(z)] = 0.
T|—00

Lemme 26. Si f € L}, .(R) est a décroissance rapide alors pour tout
keN, zFf e L'(R).

Proposition 27. Soit f : R — C alors :

— i f e L*(R) & décroissance rapide alors f € C*(R).

— Si f € C*(R) et pour tout k € N la fonction f® e LY(R), alors

f est a décroissance rapide.

Définition 28. On appelle espace de Schwartz S(R) est 'espace des
fonctions f € C*(R) & décroissance rapide dont toutes les dérivées
sont a décroissance rapide.

Remarque 29. On a l'inclusion S(R) = L'(R) n Cy(R).

Proposition 30. L’espace de Schwartz est un espace vectoriel stable
par dérivation, par multiplication par un polynome, par produit, par
conjugaison et par translation.

Théoréme 31. L’espace de Schwartz S(R) est stable par transfor-
mation de Fourier.

Corollaire 32. La transformation de Fourier F : S(R) — S(R) est
une application bijective et bicontinue. Son application inverse est
donnée par F71(f)(z) = 5= {5 f(t)e™dt pour x € R.

Proposition 33. L’espace de Schwartz S(R) est dense dans L*(R)
et dans Co(R).

2.2 Dans L?

Théoréme 34. (Formule de Perseval-Plancherel) Soit f € L*(R) n
12
LA(R), on a |f| =2 I;

Théoreme 35. Soit f € L*(R), alors :

1. 1 exziste une suite (f,)n dans L*(R) n L%(R) qui converge vers f
dans L*(R),

2. Pour une telle suite (fu)n, la suite (fu)n converge dans L*(R)
vers une limite f indépendante de la suite choisie.

Définition 36. La limite f définie par le théoréme ci-dessus est
appelée transformée de Fourier de f dans L?(R).

Proposition 37. Si f € LY(R) n L2(R) et que l'on note f sa trans-
formée dans L*(R) et f sa transformée dans L*(R) alors f = f.

Proposition 38. Soit f € L*(R) on pose p1(§) = SA f(t)e ®tdt
et Pa(§) = %Si‘A f(t)etdt. On a alors hm H(pA—fH 0 et
i s fly = 0

Corollaire 39 Lorsque_ f € L2(R) et f € L*(R) on a pour presque
tout e R f(x) = 5= §, f(t)e™dt

Théoréme 40. (Dualité) Soient f,g € L*(R) de transformée

dans LZ(R) respectives fet g. Alors fg et fg sont dans L'(R) et
$o fw)g(w)du = §; f(u)g(u)du



3 Application aux probabilités

Définition 41. Soit X une variable aléatoire réelle, on appelle fonc-
tion caractéristique de X la fonction px : R — C ; t — E[e?¥].

Proposition 42. Soient X et Y des variables aléatoires réelles,
alors :

1. ¢x est uniformément continue sur R ,

2. Px =Py < px = py

3. Si gpx € Ll(]R) alors X admet une densité f définie pour x € R
par f(z) = 5§, e o (t)dt

Définition 43. On dit que (X,), converge en loi vers X, noté

X,, -5 X lorsque pour toute fonction f € Cy(R)onaE[f(X,)] =

n—0o0 n—0o0

ELf(X)]

Théoreme 44. Une autre caractérisation de la convergence
CcvSs

en loi est pour toute fonction f € Co(R) on a E[f(X,)] —
E[f(X)]-

Théoreme 45. (Lévy) Soit (X,), une suite de wvariables

Cvs
aléatoires réelles, on a l’équivalence : X, X — vx, —

px.

Théoréme 46. (Central Limite) Soit (X,,), suite de variables
aléatoires qui admettent un moment d’ordre 2, m = E[X;] et

o2 =Var(Xy) et S, = >. X; alors % 7;;./\/(O, 1)

i=1

DEV 1 : Injectivité de la transformée et
DEV 2 : Levy et TCL [44] [45] et [46]
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RAPPORT DU JURY :

Cette lecon est consacrée a I’analyse de Fourier sur la droite réelle.
Au niveau de I'agrégation, elle peut étre abordée dans trois cadres :
L1, classe de Schwartz des fonctions C8 a décroissance rapide, ou L2.
Les deux derniers cadres sont les plus satisfaisants du point de vue
de la symétrie obtenue, le dernier étant le plus délicat.

La lecon nécessite de rappeler le lien avec le produit de convolu-
tion. Elle doit aussi étre illustrée par quelques applications significa-
tives : formule sommatoire de Poisson et ses applications, résolution
d’équations aux dérivées partielles, etc. Par ailleurs, les fonctions
caractéristiques et leurs applications en probabilités ont toute leur
place dans cette legon.

Proposer comme développement le théoreme d’échantillonage de
Shannon est pertinent, a condition d’avoir bien compris qu’il tra-
duit une isométrie entre deux espaces de Hilbert. Les candidates
et candidats solides peuvent s’intéresser aux vecteurs propres de la
transformée de Fourier sur L2pRq, a la non-dérivabilité de la fonction
de Weierstrass dans le cas le plus général, a ’algebre de convolution
L1pRq, au théoreme de Paley-Wiener qui caractérise les fonctions de
L2pRq dont la transformée de Fourier est a support compact, aux
principes d’incertitude, etc.
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