Lecgon 243 : Séries entieres, propriétés de la somme. Exemples et applications.

1 Séries entieres et disque de convergence

1.1 Généralités

Définition 1. On appelle série entiere toute série de fonction > f,,
dans laquelle f : R — C de la forme f,, = a,z"™ ou (a,), est une
suite de complexes. Une telle série est notée ) a,x™.

La somme d’une série entiere est I'application définie en tout point

ou cela a un sens par S(z) = > a,z"

Lemme 2. (Abel) Soit zy € C, supposons que la suite (anz(), soit
bornée. Alors pour tout z € C tel que 0 < |z] < |zo| la série Y] a,z"
converge absolument.

Théoreme 3. [l existe un unique réel R tel que :
— si|z| < R alors la série Y a,z" converge absolument.
— Si|z| > R alors la série Y, a,z" diverge.

— Pour tout 0 < r < R, la série Y, a,z" converge normalement sur
la boule fermée Bs(0, R).

Définition 4. L’élément R € R, défini ci-dessus par R = sup{r €
R, (a,r™), est bornée}, est appelé rayon de converge de la série
entiere. Le disque ouvert D(0, R) est le disque de convergence de
la série.

Remarque 5. En |z] = R c’est le cercle d’incertitude on ne peut
pas prévoir le comportement de la série. Par exemple la série > 2"
. s . n s
diverge sur le cercle, la série )] Z; converge sur le cercle et la série

n . .
2. = diverge en 1 mais converge sur le reste du cercle.

On considérera ici que }% =0si R=+4wet }% =400 si R=0.

Proposition 6. (D’Alembert) Soit > a,z" une série entiére de

rayon de convergence R. Si la suite de terme général ]ag“\ converge
n

vers L € Ry alors R =

I

Ezemple 7. Pour la série entiere Y Z7 “rona hm | = llm | =0

donec R = +o0.

n+1

Théoréme 8. (Hadamard) Le rayon de convergence R d’une série

-y n . 1 \ T 1
entiere Y an2™ est donné par R = ; ou L = limsup|a,|»

n—0oo
Exemple 9. Le rayon de convergence de Y. 2"z?" est \%

Corollaire 10. (Cauchy) Soit > a,2z™ une série entiére. Si la suite

L 1 =
de terme général |a,|» converge vers L € R, alors R = %

“|3\H

22_onpa lim?2
n—o0

Ezxemple 11. Pour la série = % donc R = 2.

1.2 Opérations sur les séries entieres

n

Proposition 12. Soient > a,z™ et > b,a™ deux séries entiéres de

rayon de convergence R, et R,.
1. Si pour tout n € N on a |a,| < |by| alors R, = Ry.
2. Si a, = O(b,) alors R, = Ry.
3. Sia, ~ b, alors R, = Ry

n—0o0

4. Si il existe une fraction rationnelle non nulle F' vérifiant pour
tout n € N a,, = F(n), alors le rayon de convergence est de 1.

Théoréme 13. Soient Y, a,z" et Y, b,z" des séries entiéres de rayon
de convergence R, et Ry, on a alors :

1. Le rayon de convergence de la série Y (a, + by)z" vérifie R =
min(R,, Ry) avec égalité si R, # Ry. De plus pour |z|
min(R,, Ry) on a

o0] o0 (e8]
Z ay + by)2" = Z "4 anz"
n=0 n=0 n=0



2. En multipliant >’ a,z" par A\ # 0 on ne change pas le rayon de
convergence de la série et pour |z| < R, on a

0 [ee}
n n
)\Zanz = Z)\anz
n=0 n=0

3. Le rayon de convergence de la série produit (produit de Cauchy)
>lepz™ otc, = Y agb,_y vérifie R = min(R,, Ry). De plus pour

|z| < min(Ra,Rb)zon a:

() (£0) - S

n=0

2 Fonctions développables en séries entieres

2.1 SurR

Définition 14. Une fonction f : R — C est dite développable en
série entiere lorsqu’il existe un voisinage de 0 sur lequel la fonction f
coincide avec la somme d’une série entiere de rayon de convergence
non nul.

Proposition 15. Soit I < R un intervalle contenant un voisinage
de 0. Une fonction f: 1 — C de classe C* est développable en série
entiere si et seulement si il existe a > 0 tel que la suite de fonction

(Ry)n définie par R, (z) = f(x) — Z e )( 02" tende simplement vers
k=0

0 sur ] —a,a.

La série entiére ) " ):p a alors un rayon de convergence supérieur

aa et festégale a la somme de celte série sur | — a, of.

Remarque 16. Dans la pratique on peut utiliser les formules de Tay-
lor qui écrivent R, (z) comme £ f("Jrl (0z) ou §g LD £ (1) gt

pour vérifier si la fonction est developpable en série entiere.

Proposition 17. Si la série )’ 0 g g yp rayon de convergence
nul alors f n’est pas développable en série entiere.

Remarque 18. La réciproque est fausse, en effet la série entiere

o ><0)
> L —=a™ peut avoir un rayon de convergence non nul et sa somme
dlfferente de f. Par exemple f : x — exp(—1/z) lorsque = > 0 et
z +— 0 lorsque z < 0, est de classe C* sur R et f™(0) = 0 pour tout
n et donc la somme ne coincide pas avec f quel que soit «.

Corollaire 19. Pour tout entier p = 0, la fonctwn somme de la
série entiere admet un développement lzmzte a l'ordre p au voisinage
de 0 dont la partie réguliere est donnée par ag + a1z + - - + ap2P.

2.2 Sur C

Définition 20. On dit qu’une fonction définie sur un ouvert U < C
est analytique dans U lorsqu’elle est développable en série entiere en
tout point de U. On note A(U) 'ensemble des fonctions analytiques
sur U.

Ezxemple 21. La fonction z — l est analytique sur C* car pour a € C*

o0
et |z—al<laonal= Z%(z—a)
n=0

Théoréme 22. (Prolongement analytique) Soient U < C ou-
vert conneze, a € U et f € A(U). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. f est identiquement nulle dans U ;
2. f est identiquement nulle sur un voisinage de a ;
3. Pour tout ne N on a f(a) = 0.

Corollaire 23. Soit U ouvert connexe et f,g € A(U). Si f et g
coincident au voisinage d’un point de U, alors f = g sur U.

Définition 24. On dit qu’une partie A < U < C est une partie
localement finie de U lorsque tout z € U possede un voisinage V' tel
que V n A soit fini.

Théoreme 25. (Zéros isolés) Soit U < C ouvert connexe et f €
A(U) non identiquement nulle. L’ensemble des zéros de f noté Z(f)
est une partie localement finie de U.

Théoréme 26. (Cauchy) Soit U < C ouvert connexe, w € U et f
continue sur U, holomorphe sur U\{w}. Alors f posséde une primi-
tive dans U et pour tout chemin fermé v dans U on a L f(z)dz = 0.

Théoréme 27. (Morera) Les fonctions holomorphes sont les fonc-
tions analytiques.



o0
Théoréme 28. Soit f = > a,2" €
n=0
r €]0,R| et toutneN on a :

f™O)] _ sup{|f(2)l;|2| = r}

~

n! rn

A(D(0, R)), alors pour tout

|an| =

Corollaire 29. (Liouville) Toute fonction entiére (holomorphe sur
C ) bornée est constante.

Corollaire 30. (D’Alembert Gauss) Tout polynome a coefficients
complexes non constant admet au moins une racine dans C .

s N

Théoréeme 31. (Hadamard) Soit f = >, a,z" € H(C) on pose
neN
f =u+iv et pourr € Ry la valeur A(r) = sup Re(f(z)). Alors
|z|=r

240 —uO) op 5 A(r)

= O(r)

pour tout n € N on a |a,| <
alors f € Cy[X].

. J

7—00

Lemme 32. Soit f € H(C) de type exponentiel sans zéros telle que
f(0) = 1 alors il existe a € C telle que f(s) = exp(az) pour tout
zeC.

3 Applications

3.1 Dénombrement

Corollaire 33. Soit E' ensemble fini, alors P(E) l’ensemble des par-
ties de E est fini de cardinal 2171

Définition 34. Soit I,, = {1,...,n} on appelle dérangement de I,
toute permutation o n’ayant aucun point fixe.

Théoréme 35. Pour tout p € N* on note D, l'ensemble des
dérangements de I,, c’est-a-dire les permutations sans point
fize. On pose 6, = |D,| et on a 6 = 0 et par convention

o = 1. La formule générale est | % + 1/2].

3.2 Equations différentielles

Théoreme 36. Si ag,...,a,-1,0 : I — K sont développables en
série entiéres au voisinage de to € I, alors I’équation (E) = y®) =
p—1

Zaky(k) + b admet une solution développable en série entiere au

k=0
voisinage de to dont on peut trouver les coefficients.

Ezemple 37. L’équation différentielle (de Bessel) admet une
unique solution développable en série entiere en 0 et valant 1

en 0 qui est f(z) = 4,1(711),”

3.3 Probabilités

Définition 38. Soit X variable aléatoire a valeur entiere positive.
La fonction génératrice de X est la série entiere définie par : Vs e
C,|s| <1,Gx(s) = Y, P(X = k)s* = E[s¥]

keN
Proposition 39. Soit X va discréte a valeur dans N, de fonction
génératrice G.

1. G est définie sur [—1,1] au moins, et de classe C* sur | —1,1]
au moins.

2. G(1) =1 et G(t) € [0,1] pourt € [0,1].

3. G est absolument monotone sur [0,1] : toutes ses dérivées suc-
cessives sont positives.

Théoreme 40. On peut récupérer les probabilités p, a partir des

dérivées successives de G en 0 :p, = P(X =n) = G(”)'( )

Ainsi la fonctzon génératrice caractérise la loi de X, deux variables
aléatoires de méme fonction génératrice ont la méme loi.

Théoreme 41. Une va discrete X est intégrable si et seulement si G
est dérivable a gauche en 1 et alors E[X] = G| (1). Plus généralement
X est intégrable k fois si et seulement si G est k fois dérivable
a gauche en 1. notamment pour k = 2 X admet une variance et

V(X) = G"(1) + G'(1) — G'(1)2.

Théoreme 42. Si X etY indépendantes a valeur entiére positives
alors Gxyy(s) = Gx(s) + Gy(s). Plus généralement si Xy,...,X,
sont des wvariables aléatoires indépendantes alors Gx,+..+x,(s) =

GXl(S) GX,L(S)



Exemple 43. Si X ~P(X) et Y ~ P(u) alors X +Y ~ P(A + p).
Si X ~ B(n,p) et Y ~ B(m,p) alors X +Y ~ B(n+ m,p).

Théoréeme 44. Soient X et Y wvariables aléatoires a valeur
dans N telles que Z = X +Y ~ P(A) alors X et'Y suivent
chacun une loi de Poisson.

DEV 1 : Equation de Bessel [37| [FRA12]
DEV 2 : Indécomposabilité de la loi de Poisson [31] et
DEV 3 : Nombre de dérangements de Sn
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RAPPORT DU JURY :
Cette legon ne doit pas étre un catalogue de définitions, regles et pro-
priétés accompagnées de quelques exemples triviaux. Le probleme du
domaine et les modes de convergence doivent étre abordés. Les liens
entre I’holomorphie et ’analyticité doivent étre maitrisés. L’existence
de nombreux développements en série entiere peut étre établie de
maniere immédiate par cet argument, avec en prime une informa-
tion sur le rayon de convergence, voire sur l'ordre de grandeur des
coefficients. Le théoreme radial (ou non-tangentiel) d’Abel est sou-
vent proposé comme développement, en pensant qu’il s’agit d'un

théoreme de prolongement, alors qu’il s’agit d’un résultat de conti-
nuité. En réalité, ce théoreme débouche naturellement sur la ques-
tion plus générale des procédés de sommation des séries divergentes.
Les séries entieres ont également des applications combinatoires pou-
vant donner lieu a des études asymptotiques tres intéressantes. Les
fonctions génératrices des variables aléatoires a valeurs entieres ont
également toute leur place dans cette legon.

Les candidates et candidats solides peuvent s’intéresser aux
théoremes taubériens relatifs aux séries entieres, au probleme du
prolongement analytique de la somme d’une série entiere, aux séries
entieres aléatoires ou encore aux fonctions C* nulle part analytiques.
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