
Leçon 239 : Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un paramètre. Exemples et applications

Soit f : E ˆ X Ñ K avec pE, dq métrique et X quelconque , on
pose F : u ÞÑ

ş

X
fpu, xqdµpxq.

1 Généralités

1.1 Régularité des fonctions

Théorème 1. (Continuité) Si f vérifie les conditions suivantes :

1. Pour tout u P E la fonction x ÞÑ fpu, xq est mesurable.

2. Pour presque tout x P X la fonction u ÞÑ fpu, xq est continue en
u0 P E,

3. Il existe g P L1 positive telle que pour tout u P E, |fpu, xq| ď gpxq

presque partout.

Alors F est bien définie sur E et est continue en u0.

Remarque 2. On peut étendre la condition locale en u0 sur E tout
entier.

Théorème 3. (Dérivabilité) Si E “ I intervalle ouvert non vide. Si
f vérifie les conditions suivantes :

1. Pour tout u P I, la fonction fpu, .q est intégrable,

2. La dérivée Bf
Bu

pu0, xq existe µ presque partout avec u0 P I.

3. Il existe g intégrable telle que pour tout u P I, |Bf
Bu

pu0, xq| ď gpxq

µ presque partout.

Alors F est définie sur I et dérivable en u0 et sa dérivée est F 1pu0q “
ş

X
Bf
Bu

pu0, xqdµpxq.

Remarque 4. On peut généraliser le résultat sur I entier mais aussi
avec une fonction Ck par récurrence.

Définition 5. On définit pour x ą 0 la fonction Γ d’Euler par
Γpxq “

ş8

0
e´ttx´1dt et la fonction Beta pour x, y ą 0 définit comme

Bpx, yq “
ş1

0
tx´1pa ´ tqy´1dt.

Proposition 6. La fonction Γ possède les propriétés sui-
vantes :

1. Γ est de classe C8 sur R˚
`.

2. Γ est log-convexe donc convexe.

3. Γpx ` 1q “ xΓpxq et pour n P N on a Γpn ` 1q “ n!.

4. La fonction Beta vérifie Bpx, yq “ Bpy, xq et Bpx`1, yq “
x

x`y
Bpx, yq.

5. Γpxq “ lim
nÑ`8

nxn!
xpx`1q...px`nq

Remarque 7. Utilisation en théorie des nombres, prolongement de
Zeta, loi de Gamma ou du Xi2.

Théorème 8. (Holomorphie sous l’intégrale) Soit f : Ω ˆ X Ñ C,
où Ω Ă C ouvert. Si f vérifie :

1. Pour tout z P Ω, x ÞÑ fpz, xq mesurable.

2. Pour µ presque tout x P X, z ÞÑ fpx, zq est holomorphe sur Ω
de dérivée Bf

Bz
p., xq.

3. Pour tout K Ă Ω compact, il existe φ P L1pXq telle que pour
tout z P K, pour tout x P X on ait |fpx, zq| ď φpxq.

Alors F est bien définie et holomorphe sur Ω de dérivée F 1 : x ÞÑ
ş

Ω
Bf
Bz

px, zqdz.

Exemple 9. La fonction Γ est holomorphe sur Ω “ tz P C | Repzq ą

0u. (Elle peut se prolonger sur CzZ.)

2 Transformée de Fourier

2.1 Convolution

Définition 10. Deux fonctions f, g : R Ñ R sont convolables lorsque
pour tout x P R, la fonction t ÞÑ fptqgpx´tq est intégrable. On définit
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alors le produit de convolution de f par g par : @x P R, f ˚ gpxq “
ş

R fptqgpx ´ tqdt.

Proposition 11. La convolution vérifie les propriétés suivantes :

1. Lorsqu’il existe f ˚ gpxq “ g ˚ fpxq et |f ˚ gpxq| ď |f | ˚ |g|pxq.

2. Pour f, g P L1pRq, alors f ˚ g est définie presque partout, f ˚ g P

L1pRq et }f ˚ g}1 ď }f}1 }g}1.

Proposition 12. Soient p, q P r1,8s tels que 1{p ` 1{q “ 1 et
soient f P LppRq et g P LqpRq. Alors f ˚ g est bien définie sur R ,
uniformément continue et f ˚ g P L8pRq avec }f ˚ g}

8
ď }f}p }g}q.

Remarque 13. Le K espace vectoriel pL1pRq,`, ¨q muni de la convo-
lution ˚ est une K algèbre commutative sans unité.

Théorème 14. Soit f P L1pRq et g P LppRq avec p P r1,8s, alors
f ˚ g P LppRq et }f ˚ g}p ď }f}1 }g}p.

2.2 Approximation de l’unité

Définition 15. Une suite pαnqnPN de L1pRdq est une approximation
de l’unité lorsqu’elle vérifie :

1. Pour tout n P N˚ ,
ş

Rd αndλd “ 1,

2. sup
ně1

ş

Rd|αn|dλd ă 8,

3. Pour tout ε ą 0, lim
nÑ8

ş

|x|ąε
|αn|dλd “ 0.

Exemple 16. — Noyau de Laplace sur R : @t ą 0, αtpxq “ 1
2t
e´|x|{t,

— Noyau de Cauchy sur R : @t ą 0, αtpxq “ t
πpt2`x2q

,

— Noyau de Gauss sur Rd : @t ą 0, αtpxq “ 1
p
?
4πtqd

e´
|x|2

4t2 .

Théorème 17. Soit pαnqn une approximation de l’unité. Soit p P

r1,8r et f P LppRq, alors ; @n ě 1, f ˚ αn P LppRq et f ˚ αn

}.}p
ÝÑ
nÑ8

f .

Définition 18. Une suite pαnqn est dite régularisante lorsque c’est
une approximation de l’unité et pour tout n ě 1, αn P C8

K pRdq.

Théorème 19. L’espace C8
K pRdq est dense dans CKpRdq et dense

dans tous les LppRdq.

2.3 Transformée

Définition 20. Soit f P L1pRq. Lorsqu’elle existe on appelle trans-

formée de Fourier de f la fonction f̂ : R Ñ C ; ξ ÞÑ
ş

R fptqeiξtdt.

Théorème 21. Pour tout f P L1pRq la fonction f̂ est continue et
›

›

›
f̂

›

›

›

8
ď }f}1.

Définition 22. On appelle transformation de Fourier l’application
F : L1pRq Ñ C0pRq ; f ÞÑ f̂ .

Corollaire 23. La transformation de Fourier F : pL1pRq, }.}1q Ñ

pC0pRq, }.}
8

q est une application linéaire continue.

Exemple 24. Soit a ă b P R alors, on a Fp1ra,bsqp0q “ b ´ a et pour

ξ P R˚ on a Fp1ra,bsqpξq “
2 sinp b´a

2
ξq

ξ
e´ipa`bqξ{2.

Proposition 25. Soit f P L1pRq, a P R et λ P R˚ alors @ξ P

R,Fpfpλxqqpξq “ 1
λ
f̂p

ξ
λ

q, Fpτafqpξq “ e´iaξf̂pξq et Fpeiaxfpxqqpξq “

τaf̂pξq

Exemple 26. Soit a ą 0 alors Fpe´ax2
qpξq “

a

π
a
eξ

2{4a.

Théorème 27. (Formule de dualité) Pour tout f, g P L1pRq

on a
ş

R fpuqĝpuqdu “
ş

R f̂pvqgpvqdv.

Théorème 28. La transformation de Fourier F : L1pRq Ñ

C0pRq est une application injective.

Exemple 29. L’équation de convolution f ˚ e´2|x| “ e´3|x| n’a pas de
solution dans L1pRq.

Exemple 30. Il n’existe pas de neutre pour la convolution dans L1pRq.

Théorème 31. (Formule d’inversion) Soit f P L1pRq telle que f̂ P

L1pRq alors
ˆ̂
f “ 2πf̌

Proposition 32. Soit f, g P L1pRq, si f̂ P L1pRq alors fg P L1pRq

et xfg “ 1
2π
f̂ ˚ ĝ.

3 Applications aux probabilités

Définition 33. Soit X une variable aléatoire réelle, on appelle fonc-
tion caractéristique de X la fonction φX : R Ñ C ; t ÞÑ EreitXs.
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Proposition 34. Soient X et Y des variables aléatoires réelles,
alors :

1. φX est uniformément continue sur R ,

2. PX “ PY ðñ φX “ φY

3. Si φX P L1pRq alors X admet une densité f définie pour x P R
par fpxq “ 1

2π

ş

R e
´itxφXptqdt

Définition 35. On dit que pXnqn converge en loi vers X, noté

Xn
L

ÝÑ
nÑ8

X lorsque pour toute fonction f P CbpRq on a E rfpXnqs
cvs

ÝÑ
nÑ8

E rfpXqs

Théorème 36. Une autre caractérisation de la convergence
en loi est pour toute fonction f P C0pRq on a E rfpXnqs

cvs
ÝÑ
nÑ8

E rfpXqs.

Théorème 37. (Lévy) Soit pXnqn une suite de variables

aléatoires réelles, on a l’équivalence : Xn
L

ÝÑ X ðñ φXn

cvs
ÝÑ

φX .

Théorème 38. (Central Limite) Soit pXnqn suite de variables
aléatoires qui admettent un moment d’ordre 2, m “ ErX1s et

σ2 “ V arpX1q et Sn “
n
ř

i“1

Xi alors
Sn´mn?

nσ

L
ÝÑ
nÑ8

N p0, 1q

DEV 1 : Etude de Gamma 6
DEV 2 : Injectivité de la transformée 26,27 et 28
DEV 3 : Levy et TCL 36, 37 et 38
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RAPPORT DU JURY :
Le programme fournit aux candidates et candidats de multiples
pistes pour élaborer leur plan à commencer par les théorèmes de
régularité usuels (allant jusqu’à inclure pour les plus solides ce-
lui d’holomorphie sous le signe somme). Ces résultats doivent être
présentés dans un ordre rationnel et illustrés par des exemples et
contre-exemples significatifs. Convolutions et transformées de Fou-
rier font naturellement partie de ces exemples, les candidates et can-
didats peuvent également s’intéresser aux fonctions caractéristiques
en théorie des probabilités, à la transformée de Laplace ou à cer-
taines fonctions spéciales définies par une intégrale. Les techniques
d’études asymptotiques de fonctions définies par des intégrales font
partie intégrante de cette leçon.

3


	Généralités
	Régularité des fonctions

	Transformée de Fourier
	Convolution
	Approximation de l'unité
	Transformée

	Applications aux probabilités 
	Références

