
Leçon 236 : Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une ou

plusieurs variables.

1 Calculs d’intégrales à une variable

1.1 Primitives et utilisations

Théorème 1. Soit f : ra, bs Ñ E une fonction continue par morceau
sur ra, bs. Alors l’application F : ra, bs Ñ E ; ÞÑ

şx

a
fptqdt est C1 par

morceaux et continue sur ra, bs. De plus, F est dérivable à gauche et
à droite en tout point de ra, bs et F 1

gpxq “ lim
tÑx
tăx

fptq et F 1
dpxq “ lim

tÑx
tąx

fptq.

En particulier si f est continue sur ra, bs alors F est de classe C1 sur
ra, bs et F 1pxq “ fpxq pour tout x P ra, bs.

Remarque 2. On parle d’une primitive car il n’y a pas d’unicité. On
peut toujours ajouter une constante à une primitive connue pour en
obtenir une autre.

Corollaire 3. Toute application continue f : ra, bs Ñ R admet
au moins une primitive F et pour toute primitive F de f on a
şb

a
fptqdt “ F pbq ´ F paq

Exemple 4. Soit α P Z les primitives de xα, 1
x
et 1

1`x2 sont respecti-

vement xα`1

α`1
, lnpxq et arctanpxq.

Théorème 5. (IPP) Soient u, v : ra, bs Ñ C de classe C1, alors
şb

a
uptqv1ptqdt “ ru ¨ vsba ´

şb

a
u1ptqvptqdt.

Exemple 6. Pour primitiver arctan on peut faire ceci :
şx

0
arctanpuqdu “ ru arctanpuqsx0 ´

şx

0
u

1`u2du “ x arctanpxq ´ 1
2
lnp1`

x2q.

Application 7. (Intégrales de Wallis) Pour n P N on pose In “
şx{2

0
sinnpxqdx. On a alors pour tout n P N˚ les valeurs In`2 “ n`1

n`2
In,

In`1In “ π
2n`2

et In „
`8

a

π
2n
.

Théorème 8. Soient f et g localement intégrable sur R , on pose
F pxq “

şx

0
fptqdt et Gpxq “

şx

0
gptqdt.

On a alors
şx

0
fptqGptqdt “ F pxqGpxq ´

şx

0
F ptqgptqdt

Théorème 9. L’intégrale d’une fraction rationnelle f P RpXq se
calcule par linéarité de l’intégrale après primitivation des éléments
de la d”composition en éléments simples.

Exemple 10.
şb

a
1´x

px2`x`1q2
dx “

”

x`1
x2`x`1

` 2?
3
arctanp2x`1?

3
q

ıb

a

Théorème 11. (Changement de variable) Soit φ : ra, bs Ñ R de
classe C1 et f : I Ñ R continue par morceaux telle que φpra, bsq Ă I,

alors
şb

a
fpφptqqφ1ptqdt “

şφpbq

φpaq
fpuqdu

Exemple 12. On a
ş

x2

x6´1
dx “ 1

6
ln|x3´1

x3`1
|

1.2 Sommes de Riemann

Définition 13. Soit σ “ pa0, . . . , anq une subdivision de ra, bs. On
appelle pas de σ la quantité |σ| “ max

1ďiďn
pai ´ ai´1q.

Définition 14. Soit f : ra, bs Ñ E continue par morceaux, σ une
subdivision de ra, bs et ξ “ pξ1, . . . , ξnq P Kn telle que pour tout
k P J1, nK, ξk P rak´1, aks. On appelle somme de Riemann relative à

f , σ et ξ le nombre Spf, σ, ξq “
n
ř

k“1

pak ´ ak´1qfpξkq.

Théorème 15. Si f est intégrable sur ra, bs alors

b´a
n

n
ř

k“1

f
`

a ` k b´a
n

˘

ÝÑ
nÑ`8

şb

a
fptqdt.

Exemple 16.
n
ř

k“1

1
k`n

“ 1
n

n
ř

k“1

1
1` k

n

ÝÑ
nÑ`8

ş1

0
dt

1`x
“ lnp2q.

1



2 Méthodes pour les fonctions à plusieurs
variables

2.1 Théorèmes de Fubini

Théorème 17. (Fubini-Tonelli) Soient pX,A, µq et pY,B, νq des es-
paces mesurés de mesures σ-finies et f : XˆY Ñ R`. Alors les fonc-
tions x ÞÑ

ş

Y
fpx, yqdνpyq et y ÞÑ

ş

X
fpx, yqdµpxq sont bien définies

et mesurables. On a de plus dans R` les égalités :
ş

XˆY
fpx, yqdpµ b νqpx, yq “

ş

X

`ş

Y
fpx, yqdνpyq

˘

dµpxq “
ş

Y

`ş

X
fpx, yqdµpxq

˘

dνpyq

Exemple 18. On peut calculer l’intégrale
ş

R`ˆR`

1
p1`yqp1`x2yq

dxdy de

deux manières différentes.

Théorème 19. (Fubini-Lebesgue) Soient pX,A, µq et pY,B, νq des
espaces mesurés de mesures σ-finies et f P L1pµ b νq on a alors :

1. Les fonctions x ÞÑ fpx, .q et y ÞÑ fp., yq sont intégrables.

2. Les fonctions x ÞÑ
ş

Y
fpx, yqdνpyq et y ÞÑ

ş

X
fpx, yqdµpxq sont

intégrables et définies presque partout.

3.
ş

XˆY
fpx, yqdpµ b νqpx, yq “

ş

X

`ş

Y
fpx, yqdνpyq

˘

dµpxq “
ş

Y

`ş

X
fpx, yqdµpxq

˘

dνpyq

Exemple 20. Soient D “ tpx, yq P R2
` | x ` y ď 1u et f : px, yq ÞÑ xy

alors
ş ş

D
xydxdy “

ş1

0
x p1´xq2

2
dx “ 1

24
.

Exemple 21. On pose sur r0, 1s2 la fonction fpx, yq “
x2´y2

px2`y2q2
et

fp0, 0q “ 0. Alors

ż 1

0

ˆ
ż 1

0

fpx, yqdx

˙

dy “ ´
π

4
‰

π

4
“

ż 1

0

ˆ
ż 1

0

fpx, yqdy

˙

dx

2.2 Changement de variables multidimensionnels

Théorème 22. Soit φ : V Ñ U un C1 difféomorphisme entre deux
ouverts de Rd et f : U Ñ K. Alors f est intégrable si et seulement
si pf ˝ φq|Jφ| est intégrable et on a

ş

U
fptqdt “

ş

V
fpφpuqq|Jφpuq|du.

Application 23. (Coordonnées polaires) L’application ϕ : R˚
`ˆs ´

π, πrÑ R2zpR´ ˆ t0uq définie par pr, θq ÞÑ pr cospθq, r sinpθqq est un
C1 difféomorphisme et Jϕpr, θq “ r.

Exemple 24. (Gauss) Par Fubini et changement par coordonnées po-

laire on peut montrer que
ş8

0
expp´x2qdx “

?
π
2

Exemple 25. (Intégrales de Fresnel) Les intégrales suivantes
ont pour valeur

ş

R sinpt2qdt “
a

π
2

“
ş

R cospt
2qdt

2.3 Théorèmes de convergence

Théorème 26. (Convergence monotone) Soit pfnqnPN suite crois-
sante de fonctions mesurables positives. Alors lim

nÑ`8
fn est mesurable

et
ş

X
lim

nÑ`8
fndµ “ lim

nÑ`8

ş

X
fndµ P R`.

Théorème 27. (Fatou) Soit pfnqnPN suite de fonction mesurables
positives alors :

0 ď

ż

X

lim inf
nÑ8

pfnqdµ ď lim inf
nÑ8

ż

X

fndµ ď `8

Théorème 28. (Convergence dominée) Soit pfnqnPN suite de fonc-
tions intégrables telles que :

1. fn ÝÑ
nÑ8

f µ presque partout avec f P L1,

2. Il existe g P L1 telle que pour tout n P N on ait |fnpxq| ď |gpxq|
µ presque partout.

Alors lim
nÑ8

ş

X
fndµ “

ş

X
fdµ c’est à dire lim

nÑ8

ş

X
|fn ´ f |dµ “ 0.

Exemple 29. Soit Inpαq “
şn

0
p1 ` x

n
qne´αxdx avec α P R. Si α ď 1

alors Inpαq ÝÑ
nÑ8

`8 et sinon Inpαq ÝÑ
nÑ8

1
α´1

.

Théorème 30. Soit pfnqnPN suite de fonctions mesurables à valeur
dans R ou C . Si

ř

ně0

ş

X
|fn|dµ ă 8 alors les fonctions fn,

ř

ně0

|fn| et
ř

ně0

fn sont intégrables. De plus
ş

X

ř

ně0

fndµ “
ř

ně0

ş

X
fndµ.

Exemple 31. On a
ş8

0
sinpxq

ex´1
dx “

ř

ně1

1
n2`1

.

2.4 Théorèmes de régularité

Soit f : E ˆ X Ñ K avec pE, dq métrique , on pose F : u ÞÑ
ş

X
fpu, xqdµpxq.
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Théorème 32. (Continuité) Si f vérifie les conditions suivantes :

1. Pour tout u P E la fonction x ÞÑ fpu, xq est mesurable.

2. Pour presque tout x P X la fonction u ÞÑ fpu, xq est continue en
u0 P E,

3. Il existe g P L1 positive telle que pour tout u P E, |fpu, xq| ď gpxq

presque partout.

Alors F est bien définie sur E et est continue en u0.

Remarque 33. On peut étendre la condition locale en u0 sur E tout
entier.

Théorème 34. (Dérivabilité) Si E “ I intervalle ouvert non vide.
Si f vérifie les conditions suivantes :

1. Pour tout u P I, la fonction fpu, .q est intégrable,

2. La dérivée Bf
Bu

pu0, xq existe µ presque partout avec u0 P I.

3. Il existe g intégrable telle que pour tout u P I, |Bf
Bu

pu0, xq| ď gpxq

µ presque partout.

Alors F est définie sur I et dérivable en u0 et sa dérivée est F 1pu0q “
ş

X
Bf
Bu

pu0, xqdµpxq.

Remarque 35. On peut généraliser le résultat sur I entier mais aussi
avec une fonction Ck par récurrence.

Définition 36. On définit pour x ą 0 la fonction Γ d’Euler par
Γpxq “

ş8

0
e´ttx´1dt et la fonction Beta pour x, y ą 0 définit comme

Bpx, yq “
ş1

0
tx´1pa ´ tqy´1dt.

Proposition 37. La fonction Γ possède les propriétés sui-
vantes :

1. Γ est de classe C8 sur R˚
`.

2. Γ est log-convexe donc convexe.

3. Γpx ` 1q “ xΓpxq et pour n P N on a Γpn ` 1q “ n!.

4. La fonction Beta vérifie Bpx, yq “ Bpy, xq et Bpx`1, yq “
x

x`y
Bpx, yq.

5. Γpxq “ lim
nÑ`8

nxn!
xpx`1q...px`nq

3 Analyse complexe

Définition 38. Soit a P Ω un pôle d’ordre m d’une fonction f
méromorphe. La partie principale de f en a est

P pzq “
m
ř

k“1

α´kpz ´ aq´k. Le résidu de f est a est le coefficient α´1

noté Respf, aq.

Lemme 39. Si γ est un chemin fermé dans Ω tel que a R γpra, bsq
alors on a

ş

γ
P pzqdz “ IndγpaqRespf, aq

Exemple 40. Soit f méromorphe et a P Ω un pôle de multiplicité m.

Au voisinage de a on écrit fpzq “
gpzq

hpzq
où g et h sont holomorphes et

hpzq “ pz ´ aqmh1pzq avec h1paq ‰ 0. On a si m “ 1 que Respf, aq “
gpaq

h1paq
et remarquons que h1paq “ h1paq

Théorème 41. (Des résidus) Soit U ouvert connexe de C ,
a1, . . . , an P U distincts et f P HpUzta1, . . . , anuq. On suppose que
chaque ak est un pôle de f . Si γ est un chemin fermé dans U dont
l’image ne rencontre aucun ak alors on a :

ż

γ

fpzqdz “ 2iπ
n

ÿ

k“1

indγpaqRespf, akq

Exemple 42. On a
ş8

0
sinpxq

x
dx “ π

2
en intégrant sur la demi

couronne Cp0, ε, Rq mais l’intégrable est impropre au sens de
Lebesgue.

DEV 1 : Intégrales de Fresnel 25
DEV 2 : Etude de Gamma 37
DEV 3 : Intégrale de Dirichlet 42

Références

[GOU20] Xavier GOURDON : Les maths en tête. Analyse - 3e
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RAPPORT DU JURY :

Les exemples proposés par les candidates et candidats doivent
mettre en oeuvre des techniques diversifiées : méthodes élémentaires,
intégrales dépendant d’un paramètre, utilisation de la formule des
résidus, de sommes de Riemann, voire de la transformée de Fourier
dans L1 ou L2. Il est attendu par le jury quelques exemples signi-
ficatifs de calculs d’intégrales multiples (utilisation du théorème de
Fubini, de changements de variables, etc.). Les résultats d’analyse
ou de théorie des probabilités dont la preuve utilise crucialement un
calcul spécifique d’intégrale, (à pur titre indicatif, celle du théorème
d’inversion de Fourier basée sur la transformée de Fourier d’une gaus-
sienne) peuvent constituer de bonnes sources de développements. Il
est enfin possible de proposer une ou deux méthodes pertinentes de
calcul approché d’intégrales.
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