Lecon 236 : Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une ou

plusieurs variables.

1 Calculs d’intégrales a une variable

1.1 Primitives et utilisations

Théoréme 1. Soit f : [a,b] — E une fonction continue par morceau
sur [a,b]. Alors Uapplication F : [a,b] — E ; — §* f(t)dt est C* par
morceauz et continue sur [a,b]. De plus, F' est dérivable a gauche et
a droite en tout point de [a,b] et Fy(z) = }gl;f(t) et Fi(z) = %llrwlf(t)
En particulier si f est continue sur [a,b] alors F est de classe C' sur
[a,b] et F'(z) = f(x) pour tout x € [a,b].

Remarque 2. On parle d’une primitive car il n’y a pas d’unicité. On
peut toujours ajouter une constante a une primitive connue pour en
obtenir une autre.

Corollaire 3. Toute application continue f : [a,b] — R admet
au moins une primitive F et pour toute primitive F de f on a

§? f(t)dt = F(b) — F(a)

Ezxemple 4. Soit o € Z les primitives de x?, % et g Jrlwg sont, respecti-

vement mﬂ ,In(x) et arctan(x).

Théoréme 5. (IPP) Soient u,v : [a,b] — C de classe C', alors
Culty (t)dt = [u- ]} — § o (t)o(t)dt.

FExemple 6. Pour primitiver arctan on peut faire ceci :
§, arctan(u)du = [uarctan(u)

x?).

Application 7. (Intégrales de Wallis) Pour n € N on pose I, =

—Yodu = xarctan(x) — % In(1 +

SO 1+u? 2

n+1I

SS/Q sin” (z )dx On a alors pour tout n € N* les valeurs I,,19 = 7=

Ll = 555 et L ~ \/32.

Theoreme 8 Soient f et g localement intégrable sur R , on pose
= {5 f( dt et G(w S g

On a alors So t)G(t )dt — {5 F(

Théoreme 9. L’intégrale d’une fmctwn rationnelle f € R(X) se
calcule par linéarité de lintégrale apres primitivation des éléments
de la d”composition en éléments simples.

b
St sdr = [I—“ larctan(%“)]

Exemple 10. S premvs S 371,

2+:v+1)2

Théoréme 11. (Changement de variable) Soit ¢ : [a,b] — R de
classe C* et f : I — R continue par morceauz telle que p([a,b]) < I,

alors . f(p(8)¢' ()t = §5) f(u)du

3
%ln|i 1\

Ezxemple 12. On a 1

1.2 Sommes de Riemann

Définition 13. Soit o = (aq, ..., a,) une subdivision de [a,b]. On
appelle pas de o la quantité |o| = max (a; — a;—1).

Définition 14. Soit f : [a,b] — E continue par morceaux, o une
subdivision de [a,b] et & = (&,...,&) € K" telle que pour tout
ke [1,n],& € [ag_1,ar]. On appelle somme de Riemann relative a

f, o et & le nombre S(f,0,&) = i (ar, — ak—1)f(&).

k=1

Théoréme 15. Si f est intégrable sur [a,b] alors

b=a S f (a+ kE2) — [ F(t)dt
k=1 n—-+40o0

0 142

n w~+m

Eremple 16. Y, = = %Z —x bdb ().
k=1 k=1



2 Méthodes pour les fonctions a plusieurs
variables

2.1 Théorémes de Fubini

Théoreme 17. (Fubini-Tonelli) Soient (X, A, u) et (Y, B,v) des es-
paces mesurés de mesures o-finies et f : X xY — R_.. Alors les fonc-
tions x — §,, f(x,y)dv(y) et y — § f(z,y)du(x) sont bien définies
et mesurables. On a de plus dans R, les egalztes :

SXfo x y) (H ® V)(l’,y) = SX (SY x y dV )) d,u(x) =
§y (Sx fa,y)dp(x)) dv(y)

Exemple 18. On peut calculer I'intégrale

dxdy de

1
SR+ xRy (1+y)(1+z%y)
deux manieres différentes.

Théoréme 19. (Fubini-Lebesgue) Soient (X, A, u) et (Y,B,v) des
espaces mesurés de mesures o-finies et f € LY(u®v) on a alors :
1. Les fonctions x — f(x,.) et y — f(.,y) sont intégrables.

2. Les fonctions x — §,, f(z,y)dv(y) et y — §, f(x,y)du(z) sont
intégrables et définies presque partout.

3 Sy fl@p)dlp ® v)(z,y) = §¢ (§ fl@y)dv(y)) du(z) =
SY (SX z, y)dp( )) dv(y)

Exemple 20. Soient D = {(x yeR2 Jo+y<ltet f:(x,y)—ay

alors § ) xydedy = Scl) (1 2’ p = .

Exemple 21. On pose sur [0,1]* la fonction f(z,y) = W et
£(0,0) = 0. Alors

Ll (Ll f("r’y)dx) dy=—77% % = Ll (Ll f(w,y)dy) dz

2.2 Changement de variables multidimensionnels

IS

Théoréme 22. Soit ¢ : V — U un C' difféomorphisme entre deux
ouverts de R et f : U — K. Alors f est intégrable si et seulement
si (f o p)|J,| est intégrable et on a §; f(t)dt = §, f(o(u))]Jy(u)|du.

Application 23. (Coordonnées polaires) L’application ¢ : R% x| —
7[— R*\(R_ x {0}) définie par (r,0) — (rcos(#),rsin(f)) est un
C! difféomorphisme et Jy(r,8) = r.

Ezemple 24. (Gauss) Par Fubini et changement par coordonnées po-

laire on peut montrer que SSO exp(—2?)dx = */7;

Ezemple 25. (Intégrales de Fresnel) Les intégrales suivantes
ont pour valeur §, sin(t?)dt = /5 = {; cos(t*)dt

2.3 Théorémes de convergence

Théoréme 26. (Convergence monotone) Soit (f)nen Suite crois-
sante de fonctions mesurables positives. Alors lim f, est mesurable

n—+0o0
oV i oy = Ko S Judpe € s

Théoréme 27. (Fatou) Soit (f,)nen suite de fonction mesurables
positives alors :

n—a0 n—aoo

0< f liminf(f,,)dp < lim mff fadp <
X

Théoréme 28. (Convergence dominée) Soit (f,,)nen suite de fonc-
tions intégrables telles que :

1. f, — f u presque partout avec f € L*,
n—ao0

2. 1l existe g € L' telle que pour tout n € N on ait |f.(x)| < |g(2)|
W presque partout.

Alors lim . fodp = §, fdu c’est a dire lim §,|f, — fldu = 0.

Ezemple 29. Soit I,(a) = {5 (1 e dr avec v € R. Si o < 1
alors I,,(at) — 4+ et sinon I, ( ) — L.
n—0oo n—0oo

Théoréme 30. Soit (f,)nen suite de fonctions mesurables a valeur

dans R ou C . Si 3 §|faldp < o0 alors les fonctions fn, 3. |fa| et
n=0 n=0
> fu sont intégrables. De plus §, > fudp = 3§ fadp.

n=0 n=0 n=0

Ezemple 31. On a §; Self(z = =
n=1

2.4 Théorémes de régularité

Smt f: ExX — K avec (F,d) métrique , on pose F' : u —
Sy flu,x)dp(x).



Théoréme 32. (Continuité) Si f vérifie les conditions suivantes :
1. Pour tout uw € E la fonction x — f(u,x) est mesurable.

2. Pour presque tout x € X la fonction u — f(u,x) est continue en
Ug € E,

3. Il existe g € L1 positive telle que pour toutu € E, | f(u,x)| < g(x)
presque partout.

Alors F' est bien définie sur E et est continue en uq.

Remarque 33. On peut étendre la condition locale en ug sur E tout
entier.

Théoréme 34. (Dérivabilité) Si E = I intervalle ouvert non vide.
Si f vérifie les conditions suivantes :

1. Pour tout uw € I, la fonction f(u,.) est intégrable,

2. La dérivée ﬂ(uo, x) existe yu presque partout avec ug € I.

ou
Lug, )| < g(x)

3. 1l existe g intégrable telle que pour tout u € I,
W presque partout.

Alors F' est définie sur I et dérivable en ug et sa dérivée est F'(ug) =
SX %(uo, x)dp(z).

Remarque 35. On peut généraliser le résultat sur I entier mais aussi
avec une fonction C* par récurrence.

Définition 36. On définit pour x > 0 la fonction I' d’Euler par
I(z) = § e't*"1dt et la fonction Beta pour z,y > 0 définit comme

B(a,y) = §, t* (a —t)v~"dt.

Proposition 37. La fonction I' possede les propriétés sui-
vantes :

1. T est de classe C* sur RY.

2. T est log-convezre donc convexe.

3. D(x+1)=al'(z) et pourneN onal'(n+1)=nl

4. La f07(zctz'0)n Beta vérifie B(x,y) = B(y,x) et B(x+1,y) =
——B(x,y).

z+y

5. I'(xz) = lim o)

n—top(@+1)...(z+n)

3 Analyse complexe

Définition 38. Soit a € €2 un podle d’ordre m d’une fonction f
méromorphe. La partie principale de f en a est
m

P(z) = Y a_i(z —a)7. Le résidu de f est a est le coefficient o,
k=1
noté Res(f,a).

Lemme 39. Si vy est un chemin fermé dans Q tel que a ¢ ~v([a,b])
alors on a SW P(z)dz = Ind(a)Res(f,a)

Exemple 40. Soit f méromorphe et a € {2 un pole de multiplicité m.
Au voisinage de a on écrit f(z) = % ou g et h sont holomorphes et
h(z) = (z—a)™hyi(z) avec hy(a) # 0. On asi m = 1 que Res(f,a) =

}f’l((aa)) et remarquons que hy(a) = h'(a)

Théoreme 41. (Des résidus) Soit U ouvert connere de C,
ai,...,a, € U distincts et f € H(U\{a1,...,an}). On suppose que
chaque ay est un pole de f. Si v est un chemin fermé dans U dont
['tmage ne rencontre aucun ay alors on a :

J f(2)dz = QiWZind,y(a)Res(f, a)
ol k=1

FExemple 42. On a XSO Sinxﬂdx = 7 en intégrant sur la demi

couronne C(0, e, R) mais l'intégrable est impropre au sens de
Lebesgue.

DEV 1 : Intégrales de Fresnel
DEV 2 : Etude de Gamma
DEV 3 : Intégrale de Dirichlet
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RAPPORT DU JURY :

Les exemples proposés par les candidates et candidats doivent
mettre en oeuvre des techniques diversifiées : méthodes élémentaires,
intégrales dépendant d’un parametre, utilisation de la formule des
résidus, de sommes de Riemann, voire de la transformée de Fourier
dans L1 ou L2. Il est attendu par le jury quelques exemples signi-
ficatifs de calculs d’intégrales multiples (utilisation du théoreme de
Fubini, de changements de variables, etc.). Les résultats d’analyse
ou de théorie des probabilités dont la preuve utilise crucialement un
calcul spécifique d’intégrale, (a pur titre indicatif, celle du théoreme
d’inversion de Fourier basée sur la transformée de Fourier d’'une gaus-
sienne) peuvent constituer de bonnes sources de développements. 11
est enfin possible de proposer une ou deux méthodes pertinentes de
calcul approché d’intégrales.
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