Lecon 234 : Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue intégrables.

Soit (X, A, ) un espace mesuré, X = R" et y la mesure de Le-
besgue, on note K =R ou K = C.

1 Construction des intégrales de Lebesgue

1.1 Fonctions mesurables positives

Définition 1. Soit f = > al;_,; une fonction étagée positive.
aef(X)
L’intégrale de f par rapport a la mesure u est définie par SX fdu =

2 op({f =a}) e RT U {+o}.

aef(X)

Proposition 2. Soient f, g deux fonctions étagées positives on a :
— $x(f+g)dp = §x fdu+ §x gdp

—f<g = S fu<$igdp;

— Pour tout X > 0, SX Afdp = )\SX fdu

Définition 3. Lorsque f est mesurable positive, on pose SX fdu =

sup {SX wdu, o < f, @ étagée positive}. Cette intégrale est a valeur
dans R* U {+0o0} car la fonction nulle minore f.

Remarque 4. Les intégrales de fonctions mesurables positives
possedent les mémes propriétés que les fonctions étagées positives.

Théoreme 5. (Convergence monotone) Soit ( f,)nen Suite croissante
de fonctions mesurables positives. Alors lim f, est mesurable et

n—+0o0
SX nlir};lo@fnd:u = nLHJIrloc SX fndlu’ € R+'

Corollaire 6. St f = g p-pp des fonctions mesurables positives,
alors § fdu = § gdp.

1.2 Espace [!

Définition 7. Une fonction f : X — K est dite p-intégrable lorsque
| f| est intégrable (§ |f|du < +0).

On note £ I'ensemble des fonctions p-intégrables de X dans K .
Soit f e L', alors on note {, fdp =, frdu—7§, f~dpon f*et f~
sont respectivement les parties positives et négatives de la fonction

f.

Théoréme 8. L’espace L' est un K -ev et f — SX fdu est une forme
linéaire positive. Elle est donc croissante.

Proposition 9. Pour tout f € L, on a }SX fdu| < §y |fldp avee
égalité dans R si et seulement si f est de signe constant p-pp. Dans
le cas complexe c’est si et seulement si il existe o € C, || = 1 tel

que f = alf| p-pp.

1.3 Théoremes de convergence

Théoréme 10. (Fatou) Soit (fn)nen Suite de fonction mesurables
positives alors :

0 < f lim inf(f,,)dp < lim mff fadp <
X

n—0o0 n—00

Théoréme 11. (Convergence dominée) Soit (fp)nen suite de fonc-
tions intégrables telles que :

1. f, — f p presque partout avec f € L*,
n—aoo

2. Il existe g € L telle que pour tout n € N on ait | f(x)| < |g(z)|
W presque partout.

Alors lim § fodp = §, fdu c’est a dire lim . |f, — fldp = 0.

Ezemple 12. Soit I,,(a) = §(1 e dyx avec a € R. Sia < 1
1

alors I, () — 40 et sinon 1, ( ) 7H—O>O —.



Théoréme 13. (Fubini-Tonelli) Soient (X, A, j1) et (Y, B,v) des es-
paces mesurés de mesures o-finies et f : X xY — R,. Alors les fonc-
tions x — §,, f(x,y)dv(y) et y — §\ f(z,y)du(x) sont bien définies

et mesurables. On a de plus dans R les egalites

Souy f@p)dp @ v)(xy) = § (5 fle,y)dv(y)) du(z) =
SY (SX z,y)dpu( )) dv(y)

Fzemple 14. On peut calculer I'intégrale dxdy de

1
SR+ xRy (1+y)(1+z%y)
deux manieres différentes.

Théoréme 15. (Fubini-Lebesgue) Soient (X, A, u) et (Y,B,v) des
espaces mesurés de mesures o-finies et f € LY{(u®v) on a alors :
1. Les fonctions © — f(x, ) ety — f(.,y) sont intégrables.

2. Les fonctions x — §, f(z,y)dv(y) et y — §, f(z,y)du(z) sont
intégrables et définies presque partout.

3 Sy fl@y)dp ® v)(z,y) = §y (5 fly)dv(y)) du(x) =
§y (§x f (@, y)du(x)) dv(y)

Ezemple 16. On pose sur [0,1]? la fonction f(z,y) =
f£(0,0) = 0. Alors

Jol <J01f<x’y>dx) dy=—7# 7= f (Llf(x,y)dy) "

Soit f: ExX — K avec (E,d) métrique , on pose F' : u
§x fu,z)dp(x).

Théoreme 17. (Continuité) Si f vérifie les conditions suivantes :

22 —qy2
(22 +y2)2

3

1. Pour tout u € E la fonction x — f(u,z) est mesurable.

2. Pour presque tout x € X la fonction u — f(u,x) est continue en
Ug € E,

3. Il existe g € L' positive telle que pour toutu € E, |f(u,x)| < g(z)
presque partout.

Alors F' est bien définie sur E et est continue en uqg.

Remarque 18. On peut étendre la condition locale en ug sur E tout
entier.

Théoreme 19. (Dérivabilité) Si E = I intervalle ouvert non vide.
Si f wvérifie les conditions suivantes :

1. Pour tout w € I, la fonction f(u,.) est intégrable,

2. La dérivée g—f(uo,x) eziste |1 presque partout avec ug € 1.

(o, )| < g()

u presque partout.
Alors F' est définie sur I et dérivable en uqg et sa dérivée est F'(ug) =
SX %(Uo, a:)d,u(a:).
Remarque 20. On peut généraliser le résultat sur I entier mais aussi
avec une fonction C* par récurrence.

2 Espaces L?

Définition 21. Pour p > 0 on note LP I'’ensemble des fonctions
mesurables de X dans R telles que {, |f|["du < . On note alors

Lfl, = Sx |17 du)?.
Pour p = o0, L* est I'ensemble des fonctions mesurables de sup
essentiel borné et on note |.|| , ce sup essentiel.

Proposition 22. Pour tout p > 0, l’espace LP est un K espace vec-
toriel.

Proposition 23. Si u(X) <o et 0 < p < q, alors L9 < LP.
Théoréme 24. (Holder) Soient p,q > 1 avec ]lg —I—% =1, feLP
et g € L% Alors fg € L' et |fgl, < |f[,lgl, Avec égalité si et
seulement si il existe a, § > 0 tels que a|f|" = Bg]?.

Remarque 25. C’est aussi vrai pour p=1et ¢ = ©

Théoréme 26. (Minkowski) Pour p € [1, 0|, pour tout f,ge LP on
alf+gl, <|fl,+lgl, Avec égalité quand p > 1 si et seulement
st f = O p-presque partout ou bien il existe o = 0 tel que g = af.
Sip =1 U’égalité a lieu si et seulement si fg = 0.

Définition 27. On pose L? le quotient de L? par {v € LP||v], = 0}
pour p € [1,00]. En fait c’est la relation d’équivalence f ~ g <
f =g ppp.

Proposition 28. L’espace (L7, |.|,) est un K espace vectoriel
normeé.

Théoreme 29. (Riesz-Fisher) Pour p € [1,00] [’espace
(LP,|.[,) est un espace vectoriel normé complet.

Corollaire 30. L’espace L*> muni du produit scalaire {f,g)
SX fagdu est un espace de Hilbert.



3 Densité et transformation de Fourier

3.1 Densité

Proposition 31. L’ensemble des fonctions étagées intégrables est
dense les LP pour p € [1,00].

Proposition 32. Dans (R, B(R), ), pour tout p € [1, [, l’ensemble
des fonctions continues a support compact est dense dans LP.

Définition 33. Deux fonctions f, g : R — R sont convolables lorsque
pour tout = € R, la fonction t — f(t)g(z—t) est intégrable. On définit
alors le prodult de convolution de f par g par : Vx € R, f = g(x) =
o f(O)g(z —t)dt.

Remarque 34. Le K espace vectoriel (L*(R), +, ) muni de la convo-
lution = est une K algebre commutative sans unité.

Définition 35. Une suite (v, )neny de LT (RY) est une approximation
de T'unité lorsqu’elle vérifie :

1. Pour tout n e N* , {_, apdg = 1,

2. sup (o4 oy dAg < o0,

nz=1

3. Pour tout € > 0, lim § _ |a,|dA\; = 0.
n—00 |z]|>e

Ezxemple 36. — Noyau de Laplace sur R : Vi > 0, ay(x) = %e"x'/t,

— Noyau de Cauchy sur R : V¢ > 0, u(z) = m,
1\2
— Noyau de Gauss sur R? : Vt > 0, ay(z) = We a

Théoréme 37. Soit (a,), une approzimation de l'unité. Soit p €

[1,00[ et f e LP(R), alors; Yn =1, f « a,, € LP(R) et f * nHi> f.

Théoréme 38. L'espace CE(R?) est dense dans Cx(RY) et dense
dans tous les LP(R?).

3.2 Transformée de Fourier

Définition 39. Soit f € L'(R). Lorsqu’elle existe on appelle trans-
formée de Fourier de f la fonction f: R — C; & — {, f(t)e’dt.

Théoréme 40. Pour tout f € L'(R) la fonction f est continue et
17 <in,
e}

Définition 41. On appelle transformation de Fourier I'application
F:L'(R) = Co(R); f— f.

Corollaire 42. La transformation de Fourier F : (L*(R),|.|,) —
(Co(R), |.l,,) est une application linéaire continue.

Ezxemple 43. Soit a < b e R alors, on a F(1[)(0) = b— a et pour

e R* ona F(Lpy) () = M —z<a+b>s/z

Proposition 44. Soit f € Ll(R), a € R et A e R* alors ¥ €
R, F(f(A2))(€) = 3£ (5), F(raf)(€) = e (&) et Fe" f(2))(€) =
Taf(§)

Ezxemple 45. Soit a > 0 alors .7-'(6_“5”2)(5) - \/§€£2/4a'

Théoreme 46. (Formule de dualité) Pour tout f,g € L'(R)
on a §g flu)g(u)du = §g f(v)g(v)dv.

Théoréme 47. La tmnsformatz’on de Fourier F : L'(R) —
Co(R) est une application injective.

Ezemple 48. L’équation de convolution f = e=21*l = e=3l7l n’a pas de
solution dans L*(R).

Exemple 49. Tl n’existe pas de neutre pour la convolution dans L' (R).
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RAPPORT DU JURY :

Cette lecon est orientée vers I’étude et I'utilisation des espaces L!
(voire LP) associés a la mesure de Lebesgue (supposée construite) sur



R ou R"”, voire a d’autres mesures. Les grands théoremes de la théorie
(permutations limite-intégrale, Fubini, etc.) sont évidemment incon-
tournables et la proposition systématique d’exemples d’application
significatifs doit enrichir ce déroulé. Le theme de ’approximation
(approximation des fonctions intégrables par des fonctions continues
a support compact, utilisation de la convolution) fournit de nom-
breuses applications, ainsi que celui de I'analyse de Fourier sur le
cercle ou la droite réelle.

Les candidates et candidats solides peuvent s’intéresser a la trans-
formée de Fourier sur L?, la dualité entre L? (1 < p < o), les liens
entre intégration et dérivation, les procédés de sommation presque
partout des séries de Fourier, I’algebre de convolution L', I’étude des
parties compactes de L, etc.
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