Lecon 230 : Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes partielles des

séries numériques. Exemples.

On considere dans cette lecon E un espace vectoriel normé.

1 Généralités

Définition 1. Soit (u,),en une suite de E. On appelle série de terme
général (u,)nen , la suite (S, )pen définie par : Vn e N| S, = ug+-- -+
u,. On note cette série > u, et le terme S, est appelé somme partielle
d’indice n.

On dit que la série converge lorsque la suite (S, )nen converge. Dans

ee}
ce cas la somme de la série est la limite de la suite (S, )neny n0té D .
n=0

[ee} ee}
On appelle reste d'indice n I'élément R, = > up — S, = > uy,.
k=0 k=n+1

Exemple 2. Séries arithmétiques : Les séries Y na sont toujours di-
vergente des que a # 0. Les sommes partielles sont exprimable grace

n
s _ n(n+1)
ala formule » k= =5~
k=0
Séries géométriques : Les séries > ¢" avec ¢ € C convergent si et

seulement si |¢g| < 1. Lorsque ¢ # 1 les sommes partielles sont

o ko 1,qn+1 ;.
Sn = 2¢" = FL—. Lorsque la série converge la somme est
k=0
o0 1 n
>, ¢" = = et les restes sont R, = 1.
k=0 1 -4

Proposition 3. Si la série Y u, converge alors la suite
(Un)nen converge vers 0.

Proposition 4. On ne change pas la nature d’une série en modifiant
un nombre fini de termes de la suite (up)nen -

1.1 Séries a termes positifs

Théoréme 5. Une série Y u, réelle a terme positif converge si et
seulement si la suite (Sy)nen des sommes partielles est magjorée.

Théoréme 6. On considere deux séries réelles Y u, et > v, telles
que pour tout n € N on ait 0 < u,, < v,. Alors si Y, v, converge alors
> u, converge et si Y, u, diverge alors Y, v, diverge.

Théoréme 7. Soient > u, et Y v, des séries a termes positifs.

1. Siv, = Oluy,) et sid, u, converge alors Y, v, converge.
n—o0

2. Siu, ~ v, alors les séries Y, u, et >, v, sont de méme nature.
n—0oo

2
Evemple 8. Grace & la formule de Wallis (lim } (%) _
n"e "\/n

7) et les suite u, = " et ; = In(*2*) on peut montrer la
formule de Stirling : n! ~ n"e™"\/27mn

n—0o0
Remarque 9. Si les séries ne sont pas a termes positifs ¢’est faux.

Proposition 10. Soit a € R, la série de Riemann ). n% converge
n=1

st et seulement si oo > 1.

Corollaire 11. Soient > u, une série a termes positifs.
1. Sila suite (n*u,,) converge et o > 1 alors la série Y u,, converge.
2. Si la suite (n®uy,), tend vers +o0 et si aw < 1 alors la série Y uy,
diverge.

Théoréme 12. Soient > u, et Y v, deux séries a termes positifs

telles que u, ~ w, alors :
n—0o0

1. Si Y u, converge alors > v, converge et les restes vérifient

o0 o0
DUy ~ DUy
k=n

n—0o0 k=n



2.8 Y u, dwerge alors D v, diverge et les sommes partielles

vérifient Zun ~ Zvn
k=0 7% k=0
Proposition 13. (Comparaison série-intégrale) Soit f : Ry — R
positive, continue par morceaux et décroissante a partir d’une cer-
tame absczsse X Alors la suite (Uy,), définie par U, = f( )+ f(1)+
So dt est convergente. En particulier la série Y f(n)

et l mtegmle So t)dt ont la méme nature.

Exemple 14. En apphquant le résultat a f : x — F’ on a la suite
U,=1+ % +-+ % —In(n) converge vers 7. La série harmonique ) %
dont on note la somme partielle H,, admet alors un développement
asymptotique de la forme H,, = In(n) + v + 0(1)

Proposition 15. Les séries de la forme Z 3 appelées séries

O‘lnn

de Bertrand convergent si et seulement si « > lou(a=1etp>1).

Proposition 16. Soient > u, et > v, des séries a termes stricte-
ment positifs telles qu’a partir d'un certain rang on ait ==+ > =L,

Alors : !
1. 8i Y u, converge alors Y, v, converge.
2. Si > v, diverge alors Y u, diverge.

1.2 Regles de calcul

Proposition 17. (Régle de D’Alembert) Soit > u, série a terme
strictement positif telle que lim “*= = X\ Alors si A < 1 alors la

n—oo "
série converge. Si X > 1 alors la série diverge. Si A = 17 (tend vers
1 en restant supérieur) alors la série diverge.

Proposition 18. (Régle de Cauchy) Soit > u, une série a termes

strictement positifs telle que lim (un)% = A€ [0,00]. Alors si A <1
n—ao0

alors la série converge. Si A > 1 alors la série diverge. Si A = 17

(tend vers 1 en restant supérieur) alors la série diverge.

Remarque 19. Si une — X alors (u,)" — A. Cependant la
réciproque est fausse (u, = 2 + (—1)").

Un+1
Un

Théoréeme 20. Soit (up)neny une suite a termes positifs,
décroissante, tendant vers 0. Alors la série alternée Y,(—1)"u,

o0
Z (_1)kuk UéT’Zﬁ@ |Rn’ < p+1-

k=n+1

converge et les restes R, =

Théoréme 21. (Régle d’Abel) Soit une série >, u,, avec u, = vy,
ol (o), est positive décroissante tendant vers 0 il existe M > 0 tel
que pour tout m = n € N on ait |b, + -+ + by,| < M, alors la série
> uy, converge et pour tout n € N on a |R,| < Ma,.;.

Théoréme 22. (Produit de Cauchy) Soient Y a, et Y b, des séries
absolument convergentes a valeur dans une algebre normée compleéte.

n
> agb, i est appelé produit de Cau-
k=0

Alors la série Y ¢, ot ¢, =

Q0
chy de Y a, et > b,, est absolument convergente et on a Y ¢, =

(50) (50 ‘

Ezemple 23. On considere les séries > u, = Y,

(="
In(n+2)

n
Wy, = (—1)nk§0ﬁm qui est divergente.

—1)"
\(/n-&)-l et Zb” -

qui convergent. La série produit a pour terme général

1.3 Approximation des sommes [AMR11]

L’objectif ici est de calculer des valeurs simples a calculer de
sommes partielles ou de restes et de s’en servir pour approcher la
somme.

Exemple 24. Un moyen de trouver une valeur approchée de la somme

de la série Z (qul vaut In(2)) est par exemple de regarder Sg =

;g;g qui fourmt une approximation par exces et donc on a 0,745 <

Sg < 0 746.

Exemple 25. Un moyen de trouver une valeur approchée de la somme

foi —n _ 8923
de la série Y n™™ est par exemple de regarder S, = 612 qui fournit

une approximation par défaut proche & 35 x 107° pres.
Ezxemple 26. Un moyen de trouver une valeur approchée de la somme

4o 1 _ 9864101
de la série > - est par exemple de regarder S0 = oo =

2,7182818 qui fournit une approximation de e proche a 35 x 1078
pres.

2 Séries de Fourier

Définition 27. Soit f € Li_ et n € Z, on appelle n-ieme coef-
ficient de Fourier de f, le nombre complexe définit par c,(f) :=

5= o [ (@) exp(—inz)dz.



Définition 28. Soit f € CMy, (R, C), on appelle série de Fourier
de . sésie SN0 = 55 calfealt) = () + S lenlDen(®) +
c-n(f)e-n(t))

[ Théoréme 29. (Hadamard) Soit f = >, a,z" € H(C) on pose

neN

f =u+iv et pourr € Ry la valeur A(r) = sup Re(f(z)). Alors
|z|=r
pour tout n € N on a |a,| < 2A(T)T;“(O) et si A(r) = O(r?)
7—00

alors f € Cy| X].

Lemme 30. Soit f € H(C) de type exponentiel sans zéros telle que
f(0) = 1 alors il existe a € C telle que f(s) = exp(az) pour tout
zeC.

Théoréme 31. (Parseval) Si f € L3 alors :

1. (Sn(f))n converge wers [ en moyenne quadratique
s [Sy(f) = fll, = 0.
+0

C’est a dire que dans L3_ f= > c.(f)en.

8 el

Corollaire 32. i f est une fonction C' sur [0, 27| avec Siﬂ f(z)dx =

0 alors :
27 27
f f(a)de < f (o) Pda
0 0

Avec égalité si et seulement si f(z) = ae™ + be™™ avec a,b e C.

Théoréme 33. (Dirichlet faible) Soit f est 2w périodique, qui est
C! par morceauzs. Alors la série de Fourier de f converge simple-
ment sur R et sa somme est la régularisée f de f. C’est-a-dire
A%Sn(f)(:c) = w ot f(z) (resp f(x7)) est la limite a

droite (resp a gauche) de f en x.

2. On a la formule de Parseval : Hng =

Théoréme 34. (Dirichlet) Si f € Cor et C' par morceauz, alors la
série de Fourier de f converge normalement sur R vers f.

Exemple 35. (Fresnel) Les fonctions ¢ — cos(t?) et ¢ — sin(t?)
sont intégrables sur R et §, sin(t?)dt = /5 = {; cos(t*)dt.

3 Probabilités [APP24]

Définition 36. L’espérance d’'une variable aléatoire discrete X telle
que X () = {zg; k € K} et p, := P(X = ) est la quantité E[X] :=
> axpr. On dit que X est intégrable ou admet une espérance lorsque
keK

la famille (pgxy)x est sommable.

Dans le cas ou K = N, X admet une espérance lorsque la série
> pr|zk| converge.

Pour n € N* on définit le moment d’ordre n d’une va discrete X
prenant les valeurs {z; k € K}, comme 'espérance, lorsqu’elle existe

de X" :m,(X)=E[X"] = > 2}pk.
keK

Théoréme 37. Soit X wva discrete admettant un moment d’ordre
n = 2, alors X admet des moments d’ordre 1,2,...,n.

Définition 38. On dit qu’une variable aléatoire discrete X discrete
admet une variance ou est de carré intégrable lorsqu’elle admet un
moment d’ordre 2, sa variance est alors V(X) = E[(X — E[X])?] =
E[X?] -E[X]* > 0.

Si X admet une variance alors son écart-type est ox = 4/ V(X).

Remarque 39. En annexe il y a un tableau des espérance et variances
des lois classiques.

Définition 40. Soit X variable aléatoire a valeur entiere positive.
La fonction génératrice de X est la série entiere définie par : Vs €
C,|s| <1,Gx(s) = Y, P(X = k)s* = E[s¥]

keN
Proposition 41. Soit X va discréte a valeur dans N, de fonction
génératrice G.

1. G est définie sur [—1,1] au moins, et de classe C* sur | —1,1]
au moins.

2. G(1) =1 et G(t) € [0,1] pour t e [0,1].

3. G est absolument monotone sur [0,1] : toutes ses dérivées suc-
cessives sont positives.

Théoreme 42. On peut récupérer les probabilités p, a partir des

dérivées successives de G en 0 : p, = P(X =n) = G(n)'( )

Ainsi la fonctwn génératrice caractérise la loi de X, deuz‘ variables
aléatoires de méme fonction génératrice ont la méme lot.

Théoreme 43. St X et Y indépendantes a valeur entiére positives
alors Gx 1y (s) = Gx(s) + Gy (s). Plus généralement si Xy,..., X,



sont des wvariables aléatoires indépendantes alors Gx,..+x,(s) =

GXl(S) - .GXn(S).

Ezxemple 44. Si X ~P(A) et Y ~ P(p) alors X +Y ~ P(A + p).
Si X ~ B(n,p) et Y ~ B(m,p) alors X +Y ~ B(n + m,p).

Théoréme 45. Soient X et Y wvariables aléatoires a wvaleur
dans N telles que Z = X +Y ~ P(\) alors X et Y suivent
chacun une loi de Poisson.

Théoréme 46. (TCL) Soit (X,)nen suite de wvariables

aléatoires iid et L*. On note m = E[X;] et 0? = Var(X;) alors

on a que la suite (%‘%) converge en loi vers N'(0,1).
neN

Application 47. (Stirling) Grace au TCL appliqué a une suite

(X,)n de va iid suivant P(1), X, XtetXn ot Z,

Vn(X, — 1) on peut retrouver la formule de Stirling : n! ~

n—aoo
ne "/ 2mn.
4 Annexe
Nom Désignation P{X =k} E(X) V(X)
1 n+1 n? —1
i iforme ? l:n —_
Loi uniforme 7 ( [Lin]) - B B
1 a+b (b—a)b—a+2)
Loi uniforme # | Ja; R -
o o [[u bl ) b—at1 5 12
, ) sl k=1, y 3
Loi de Bernoulli H(p) ’{i p sik=0 P pll—p)
—p sik=
S . . N FTy g R )
Loi binomiale #(n :p) LL) pr(l—p)" np np(l —p)
Loi binomiale négative BN(m ;p) (k -1 ) L —p)k-m n M
m — 1 P p=
Loi géométrique 4(p) (1—pf-1p —l 1-»r
p p?
Loi de Poisson EZIpY] e~ ‘\L_' A A
['\.,‘\”,I T\I[I_—II;JZ-- N
Loi hypergéométrique . #(N ;n ;p) % np np(l —p) -\] Ji
- n

Liod Désignation Git) Domaine
Loi de Bernoulli S (p) 1 —p+pi Il:4
Loi binomiale 2A(n . p) (1 —p+pt)" ]
o iy pt ro1 1
Lol géométrique % (p) 3 — ;
1—1(1—p) | 1—p 1—p
Loi de Poisson 2N erli—1) ®
Taere 11.1 Fonetions géndratrices des lois discrétes classiques,

DEV 1 : Intégrales de Fresnel
DEV 2 : Stirling par TCL [46] et [47]
DEV 3 : Indécomposabilité de la loi de Poisson [29] et
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RAPPORT DU JURY :
Dans cette lecon, il faut se garder de proposer un interminable
catalogue de propriétés et de "regles” illustrées de quelques rares
exemples triviaux (Riemann, Bertrand). Mieux vaut se limiter a
quelques résultats fondamentaux bien choisis et mis en perspective,
et accompagnés de quelques exemples significatifs. Plutot que de



se limiter a la seule étude de la convergence de séries, les candi-
dats pourront par exemple s’intéresser a l'estimation de sommes
partielles (pour laquelle la comparaison entre somme et intégrale,
en présence ou non de monotonie, est un outil particulierement effi-
cace), a I’étude asymptotique de suites récurrentes (si possible autres
que 1 = sin(uy,)), ou encore a l'itération d’une fonction réguliere
au voisinage d’un point fixe. L’utilisation de séries entieres ou de
séries de Fourier pour calculer la somme de certaines séries, le calcul
de I'espérance d’une variable aléatoire discrete fournissent également
de riches themes d’étude.

Les candidats solides pourront s’intéresser aux procédés de somma-
tion des séries divergentes (qui interviennent naturellement dans la
théorie des séries de Fourier, entre autres) ainsi qu’aux théoremes
taubériens qui s’y rapportent.
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