
Leçon 228 : Continuité, dérivabilité d’une fonction réelle d’une variable réelle. Exemples et applications

On considère dans cette leçon f : I Ñ R une fonction et I Ă R un
intervalle.

1 Généralités

1.1 Continuité

Définition 1. Une fonction f est dite continue (resp à gauche, resp
à droite) en α P I lorsque lim

xÑα
fpxq “ fpαq (resp lim

xÑα
xăα

fpxq “ fpαq,

resp lim
xÑα
xąα

fpxq “ fpαq). Si f est continue en tout point de I, f est

dite continue sur I.

Théorème 2. Si f est continue en α P I alors f est bornée au
voisinage de α.

Théorème 3. Une fonction f est continue en α P I si et seulement
si pour toute suite pxnqnPN qui converge vers α, la suite pfpxnqqnPN
converge vers fpxq.

Exemple 4. Les fonctions polynomiales et trigonométriques (sinus,
cosinus) sont continues sur R .

Théorème 5. Une fonction f est continue sur I si et seulement si
l’image réciproque de tout ouvert (resp fermé) de R est un ouvert
(resp fermé) de I.

Exemple 6. La fonction définie par fp0q “ 0 et fpxq “ cosp 1
x
q pour

x ‰ 0 n’est pas continue en 0.
La fonction 1Q est discontinue en tout point de R .

Théorème 7. Si f, g : I Ñ R sont continues en α P I, alors les
fonctions |f |, f ` g, fg, minpf, gq, maxpf, gq sont continues en α.

Théorème 8. Si fpαq ‰ 0 et f continue en α, alors 1
f
est bien

définie sur un voisinage de α et continue en α.

Théorème 9. Si f : I Ñ R continue en α P I, fpIq Ă J et g : J Ñ

R continue en fpαq, alors g ˝ f est continue en α.

Définition 10. On dit que f est uniformément continue sur I
lorsque : @ε ą 0, Dη ą 0, @x, y P I, |x ´ y| ă η ñ |fpxq ´ fpyq| ă ε

Définition 11. On dit que f est k-lipschitzienne sur I avec k ą 0
lorsque : @x, y P I, |fpxq ´ fpyq| ă k|x ´ y|
Proposition 12. f lipschitzienne sur I ñ f uniformément continue
sur I ñ f continue sur I.

Remarque 13. Les réciproques sont généralement fausses.

Exemple 14. x ÞÑ x2 est continue sur R mais pas uniformément conti-
nue. x ÞÑ

?
x sur r0, 1s est uniformément continue mais pas lipschit-

zienne.

1.2 Dérivabilité

Définition 15. Soit a P I, on dit que f est dérivable en a la limite

lim
tÑa
t‰a

fptq´fpaq

t´a
:“ f 1paq existe et est finie.

Proposition 16. Si f est dérivable en a P I alors f est continue en
a.

Remarque 17. La réciproque est fausse. Par exemple f : R Ñ

R ; x ÞÑ 0 si x “ 0 ; x2 sinp 1
x
q sinon. On a si x ‰ 0 f 1pxq “

2x sinp 1
x
q´cosp 1

x
q, en 0 on a f 1p0q “ 0 mais la limite lim

xÑ0
f 1pxq n’existe

pas.

Proposition 18. Soient f, g : I Ñ R dérivables en a P I alors :

1. Toute combinaison linéaire de f et f est dérivable en a,

2. fg est dérivable en a et pfgq1paq “ f 1paqgpaq ` fpaqg1paq,

3. Si gpaq ‰ 0 alors f
g

est dérivable en a et p
f
g
q1paq “

f 1paqgpaq´fpaqg1paq

gpaq2
.
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Proposition 19. Soit f : I Ñ J , g : J Ñ R, f dérivable en a P I et
g dérivable en b “ fpaq alors g ˝ f est dérivable en a et pg ˝ fq1paq “

f 1paqg1pfpaqq

Définition 20. On dit que f est de classe C1 sur I lorsque f est
dérivable sur I et que sa dérivée f 1 : x ÞÑ f 1pxq est continue. Par
récurrence on définit les fonctions de classe Ck k P N˚ qui sont k fois
dérivables et avec f pkq continue.

Théorème 21. (Leibniz) Soit a P I et f, g : I Ñ R admettant une

dérivée n-ième en a, on a alors : pfgqpnqpaq “
n
ř

k“0

`

n
k

˘

f pkqpaqgpn´kqpaq

en posant f p0q “ f et gp0q “ g.

Exemple 22. La dérivée n-ième de x ÞÑ x exppxq est x ÞÑ px `

nq exppxq.

2 Théorèmes principaux

2.1 Théorème des valeurs intermédiaires

Proposition 23. Si I Ă R est un intervalle et f continue alors fpIq

est un intervalle.

Théorème 24. (TVI) Soient a ă b P R, I “ ra, bs et f : I Ñ R
continue telle que fpaqfpbq ă 0 alors il existe c Psa, br tel que fpcq “

0.

Application 25. L’image d’un convexe de R par une application
continue est un convexe de R .

2.2 Théorèmes des accroissements finis

Théorème 26. (Rolle) Si f est continue sur ra, bs telle que fpaq “

fpbq alors il existe c Psa, br tel que f 1pcq “ 0

Théorème 27. (TAF) Si f est continue sur ra, bs, dérivable sur
sa, br, alors il existe c Psa, br tel que fpbq ´ fpaq “ f 1pcqpb ´ aq

Théorème 28. Soient f, g : I Ñ R continues et dérivables sur sa, br,
alors il existe c Psa, br tel que pfpbq ´ fpaqqg1pcq “ f 1pcqpgpbq ´ gpaqq.

Corollaire 29. (Règle de l’Hospital) Si fpaq “ gpaq “ 0 et l “

lim
xÑa
x‰a

f 1pxq

g1pxq
ă `8 alors lim

xÑa
x‰a

fpxq

gpxq
“ l

Théorème 30. (Taylor-Lagrange) Soit f : ra, bs Ñ R de classe Cn

et telle que f pn`1q existe. Alors il existe c Psa, br tel que :

fpbq “ fpaq ` pb ´ aqf 1paq ` ¨ ¨ ¨ `
pb´aqn

n!
f pnqpaq `

pb´aqn`1

pn`1q!
f pn`1qpcq

Exemple 31.

2.3 Théorèmes sur les compacts

Théorème 32. (Heine) Une fonction continue sur un segment est
uniformément continue.

Proposition 33. Une fonction continue sur un segment est bornée
et atteint ses bornes.

Exemple 34.

3 Applications

3.1 Fonctions définies par une intégrale

Soit pX,F , µq un espace mesuré et I un segment de R d’extrémité
a, b tels que ´8 ď a ď b ď `8.

Théorème 35. Soit f : X ˆ I Ñ R ; px, tq Ñ fpx, tq vérifiant les
propriétés suivantes :

1. Pour tous x P X, l’application fpx, .q : t ÞÑ fpx, tq est continue
par morceau sur I,

2. Pour tout t P I l’application fp., tq : x ÞÑ fpx, tq est continue sur
X,

3. Il existe φ : I Ñ R positive intégrable continue par morceau telle
que pour tout x P X on ait |fpx, tq ď |φptq||.

Alors l’application ϕ : X Ñ R ; x ÞÑ
ş

I
fpx, tqdt est bien définie et

continue.

Théorème 36. Soit f : X ˆ I Ñ R ; px, tq Ñ fpx, tq vérifiant les
propriétés suivantes :

1. Pour tous x P X, l’application fpx, .q : t ÞÑ fpx, tq est continue
par morceau sur I,

2. f admet une dérivée partielle Bf
Bx

vérifiant le théorème précédent,

Alors l’application ϕ : X Ñ R ; x ÞÑ
ş

I
fpx, tqdt est bien définie, de

classe C1pXq et pour tout x P X on a ϕ1pxq “
ş

I
Bf
Bx

px, tqdt.
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Remarque 37. Ce théorème se généralise par récurrence pour une
fonction de classe Ck.

Application 38. (Étude de Gamma d’Euler) Pour tout x ą 0
l’application Γpxq “

ş8

0
tx´1e´tdt est bien définie, de classe C8,

convexe et Γpxq “ lim
nÑ8

nxn!
xpx`1q...px`nq

.

3.2 Étude de points fixes

Théorème 39. (Méthode de Newton) Soit f : rc, ds Ñ R de
classe C∈ avec c ă d, fpcq ă 0 ă fpdq et fpxq ą 0 pour tout
x P rc, ds. Alors f possède un unique point fixe α Psc, dr.
la suite pxnqnPN définie par x0 P rc, ds et xn`1 “ F pxnq :“

xn ´
fpxnq

f 1pxnq
converge de manière quadratique vers α.

Si de plus f2 ą 0 sur rc, ds on a de plus xn`1´α „
nÑ8

f2pαq

2f 1pαq
pxn´

αq2

Théorème 40. (Picard) Si f : X Ñ X où X est fermé de
K est k-contractante. Alors f admet un unique point fixe a P X
et pour tout u0 P X la suite punqnPN définie par u0 et un`1 “

fpunq converge vers a et vérifie :

|un ´ a| ď
kn

1 ´ k
|x1 ´ x0|

Corollaire 41. Si f : X Ñ X avec X fermé de K tel que
fp “ f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f est k-contractante. Alors f possède un unique
point fixe a P X pour tout u0 P X la suite punqnPN définie par
u0 et un`1 “ fpunq converge vers a.

Exemple 42. Les conditions du théorème sont toutes indispensables :

— f :s0, 1s Ñs0, 1s ; x ÞÑ x
2
n’admet pas de point fixe,

— f : R Ñ R ; x ÞÑ
?
x2 ` 1 vérifie |fpuq ´ fpvq ă |u ´ v|| mais

n’admet pas de point fixe.

— f : r0, 1s Ñ r1, 3{2s ; x ÞÑ 1 ` x
2
n’admet pas de point fixe.

DEV 1 : Etude de la fonction Gamma 38

DEV 2 : Méthode de Newton 39
DEV 3 : Point fixe de Picard 40 et 41
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[QUE03] Hervé QUEFFELEC : Topologie cours et exercices
corrigés. Dunod, 2003.

[ROM19] Jean Etienne ROMBALDI : Eléments d’analyse réelle.
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RAPPORT DU JURY :
Au delà des définitions et premiers théorèmes, le programme offre

de nombreuses pistes aux candidates et candidats pour élaborer leur
plan : recherche d’extrema, utilisations de la continuité uniforme,
fonctions convexes et leur régularité, approximation par des fonc-
tions régulières, utilisations des formules de Taylor, liens entre ca-
ractère C8 et analycité, etc. Des exemples explicites de fonctions
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continues et nulle part dérivables, de fonctions continues et crois-
santes à dérivée nulle presque partout, de fonctions C8 à dérivées
en un point prescrites, etc. sont les bienvenus dans cette leçon. Les
candidates et candidats solides peuvent s’intéresser à la dérivabilité
des fonctions monotones ou lipschitziennes ou à celle de l’intégrale
indéfinie d’une fonction intégrable, proposer diverses applications du
théorème de Baire (continuité d’une limite simple de fonctions conti-
nues, points de continuité d’une dérivée, généricité des fonctions nulle
part dérivables parmi les fonctions continues ou des fonctions nulle
part analytiques parmi les fonctions C8, etc.)
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