Lecon 223 : Suites réelles et complexes. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications

1 Généralités

1.1 Limites et valeurs d’adhérence

Sauf mention du contraire, on travaille dans le corps K = R ou

K=C.

Définition 1. On appelle suite réelle (resp suite complexe), toute
application v : N — R (resp u : N — C). On parle de suite
numérique, on notera u, = u(n) ; ¥n € N et on parlera de la suite

Exemple 2. On peut aussi définir des suites par des relations de
récurrence :

— Arithmétique : ug = a € R ;u,41 = u, + r alors Vn € N, u,, =
a+nr

— Géométrique : ug = a € R ;u,,1 = ru, alors V¥n € N, u,, = ar”

Fibonnacci : Fy =0, Fi1 =1 etVneN, F,=F,_ 1+ F,_»

Définition 3. Une suite réelle (z,)ney est majorée (resp minorée,
resp bornée) lorsque il existe A € R tel que pour tout ne N, z, < A
(resp x, = A, resp |z,| < A). La notion de bornée existe pour une
suite complexe.

Définition 4. Soit (x,),en une suite numérique et [ € K, on dit que
() nen admet [ pour limite lorsque :

Ve >0,ANeN, Yn= N, |z, — 1| <¢
Théoréme 5. Si (z,)neny admet une limite alors elle est unique.

Définition 6. Une suite est dite convergente lorsqu’elle admet une
limite, sinon elle est dite divergente.

Ezemple 7. La suite (1+2)™ converge alors que la suite (—1)" diverge.

Proposition 8. Toute suite convergente est bornée.

Proposition 9. Soit (uy,), une suite qui converge vers 0 et (vy,),

une suite bornée, alors lim u,v, =0
n—ao0

Définition 10. On appelle sous suite de (x,)nen toute suite (ugm))n
ou ¢ : N — N est strictement croissante.

Définition 11. On appelle valeur d’adhérence de (x,)nen tout
¢lément limite d’une sous suite convergente.

Proposition 12. Une suite convergente ne posséde que sa limite
comme valeur d’adhérence.

Proposition 13. Soient (uy,), et (v,), des suites convergeant vers
[ etl' respectivement. Alors :

1. limu, +v, =1+,

n—a0

2. lim u,v, = I,
n—0oo

3. lim |u,| = I,
n—0oo

4. lim Au, = M, A € K, Si de plusl' # 0, alors a partir d’un certain
n—a0
rang v, # 0 et donc lim & = ll—,

n—oo -
Théoréme 14. (Gendarmes) Soient (uy)n, (an)n €t (by), des suites
telles que pour tout n € N on ait a, < u, < b,. Si (an)net (by)n
convergent vers une méme limite | € K alors (uy,), converge aussi
vers l.

Théoréme 15. (Césaro) Soit (uy), suite qui converge vers | € K,
alors la suite (vy,), définie par v, = W converge ausst vers [.

Ezemple 16. Soit (u,)nen une suite telle que la suite (w11 — Up)p
converge vers [, alors la suite (%), converge vers [.

1.2 Comparaison de suites

Définition 17. Soit (x,)ney une suite réelle, on appelle limite

supérieure (resp inférieure) de (z,)peny 'élément limsupzx, =
n—0o0



lim supxy (resp liminfz, = lim infzy). Ce sont des éléments de
n—>Ok>n n—00 n—k>=n

R =Ry {+00, —o0}.

Théoreme 18. On peut définir les limites supérieures et inférieures
de la maniére suivante :

lim supz,, = max{|l| | { valeur propre de (z,)nen }
n—o0

liminfz, = min{|{| | [ valeur propre de (x,)nen }
n—ao0

Définition 19. On dit que (uy),en est dominée par (v,)neny nOtée
u, = O(v,) lorsqu’il existe A > 0 et ng € N tels que pour tout
n = ng on ait |u,| < Av,.

Remarque 20. En particulier si (u,)nen est bornée alors u,, = O(1).

Définition 21. On dit que (uy,)nen est négligeable devant
(Un)nen nOtée u,, = o(vy,) lorsque : Ve, Ing € N, Vn = ng, |u,| < ev,.

Définition 22. On dit que (uy,)qen est équivalente a (v,)nen nOtéE
Up ~ v, lorsque uy, — v, = o(|uy)).

Proposition 23. Si u, ~ v, et (uy)neny converge vers | alors
(Un)nen converge vers 1.

Proposition 24. Soient u,, ~ v, et ul, ~ v, des suites, on a alors :

!,
1. u,v, ~ u,v,,

2. lorsque c’est bien défini =+ ~ =

3. pour tout ke N on a uf ~ ¥

n n-
Proposition 25. Si (v,)nen est non nulle a partir d’un certain rang,

alors u, ~ v, < lim% =1 et u, =o(v,) < limi =
n—oo Yn n—oo Un

Définition 26. On dit que (up)nen €t (Vn)nen sont adjacentes

lorsque (uy)neny €St croissante, (v, )nen  est décroissante et liIgO Uy, —
n—

v, = 0.

FExemple 27. Lorsque n — w0 on a e " ~ n—12
Théoreme 28. Si (Up)nen €t (Un)nen sSont adjacentes, alors elles
convergent vers une méme limite | € K et de plus pour tout n € N

on au, <l <wv,.

1.3 Suites de Cauchy

Définition 29. On dit que (uy, ),en est une suite de Cauchy lorsque :
Ve > 0,IN e N,Vn,p > N, |u, —u,| <e¢

Proposition 30. 1. Toute suite convergente est de Cauchy.

2. Toute suite de Cauchy est bornée.

Proposition 31. Dans R ou C toute suite convergente est de Cau-
chy.

Remarque 32. Les espaces ou la réciproque du premier point est vraie
sont appelés espaces complets.

Théoréme 33. Soient (U, )nen €t (Vn)nen des suites réelles telles que
pour tout n € N on ait u, < vy, [Uni1,Vns1] S [Un, vy] et limu, —
n—0o0

v, = 0. Alors il existe un unique | € R tel que () [un,va] = {I}.

neN

Ezxemple 34. R n’est pas dénombrable.

Théoreme 35. Bolzano-Weierstrass Dans R, toute suite bornée
admet une sous suite convergente.

2 Suites particulieres

2.1 Suites récurrentes u,.; = f(uy,)

Théoréme 36. (Caractérisation séquentielle) On a [’équivalence
entre les propriétés suivantes :

1. f: 1 — R est continue enl eI,
2. pour toute suite (up)nen convergeant wvers I, on a (f(x,))n
converge vers f(l) .

On considere f : I — R une fonction continue avec I intervalle de
R et (uy,)nen une suite réelle telle que u, 1 = f(uy).

Définition 37. Une suite (uy,)ney définie comme ceci est appelée
suite récurrente.

Corollaire 38. Si (uy)nen converge vers | € I alors f(l) =1 donc 1
est point fize de f.

Proposition 39. Si la fonction f est croissante alors la suite
(Un)nen €st monotone. Si elle est décroissante alors les sous suites
(tugn)n et (Ugpi1)n ont un sens de variation opposé.



Définition 40. Une application f : K — K est dite k-contractante
avec k € [0, 1] lorsque pour tout x,y € R |f(z) — f(y)| < k|z — y.

Théoréme 41. (Picard) Si f : X — X ou X est fermé de
K est k-contractante. Alors f admet un unique point fire a € X
et pour tout uy € X la suite (uy,)nen définie par ug et u, 1 =
f(u,) converge vers a et vérifie :

kTL
1—k
Corollaire 42. 57 f : X — X avec X fermé de K tel que
fP = fo---of est k-contractante. Alors f posséde un unique

point fire a € X pour tout ug € X la suite (un)nen définie par
ug et up1 = f(uy,) converge vers a.

un, — al < |z1 — 0|

\

Exemple 43. Les conditions du théoreme sont toutes indispensables :

— f:]0,1] =]0,1] ;2 +— § n’admet pas de point fixe,

— [ R->R ;z — a2+ 1 vérifie [f(u) — f(v) < |u — v|| mais

n’admet pas de point fixe.

— f:[0,1] = [1,3/2] ;x — 1 + § n’admet pas de point fixe.

Proposition 44. (Méthode de Newton) Soient ¢ < d, f :
[c,d] — R de classe C* vérifiant f(c) < 0 < f(d) et f'(z) >

0,Yx € [c,d]. Alors f posséde une unique racine a € [c,d] et

la suite (z,)nen définie par zo € [c,d] et x,11 = F(z,) =
Ty — % converge vers a a l’ordre 2.
Si f"(x) > 0 pour tout x € [c,d] alors (x,)nen est strictement

décroissante (ou constante) et .1 —a ~ %%(mn —a)

2.2 Série numérique

Définition 45. Soit (u,)neny une suite numérique, on appelle série
de terme général u,, la suite (S,), définie par S, = u; + -+ + uy,,
notée > u,. On dit que la série Y u, converge lorsque la suite (.S,),

des sommes partielles converge, dans ce cas la limite S de (.S,),, est
[ee}

notée >, uy,
n=0

n
. E _ 1—ant? ;. k
Ezemple 46. Si a # 1 on a kzoa = 52—, donc la série } a
= B 1
converge si et seulement si |a] <1 et Y a* = .
k=0 -

Proposition 47. On ne modifie pas la nature d’une série en chan-
geant un nombre fini de terme de la suite (Up)nen

Proposition 48. Si la série > u, converge alors limu, = 0.
n—0oo

Remarque 49. La réciproque est fausse, par exemple la suite (In(1 +
L)nenw converge vers 0 pourtant Y, In(1 + %) = In(n +1) —

n P n—00
donc la série diverge.

Définition 50. Si (u,)neny ne converge pas vers 0 on dit que la série
>y, est grossierement divergente.

Théoréme 51. (Cauchy) La série Y u, converge si et seulement si

p
Ve>0,ANeN,Vn=p= N,| > wl <e.
k=n+1
1 &y &y 1 _ 1
Ezemple 52. Pour u, = ~ona »: = Y5 =n+ 5 =3 donc

k=n+1 k=n+1
diverge.

3 Annexe

Dev 1 : Point fixe de Picard i1 et 42]
Dev 2 : Méthode de Newton [44]
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RAPPORT DU JURY :

L’utilisation des valeurs d’adhérence pour montrer des conver-

gences ou des continuités, ainsi que celle des limites inférieures et
supérieures d’une suite réelle (qui permettent des rédactions ex-
purgées d’epsilons superflus) sont des themes centraux. Le théoreme
de Bolzano-Weierstrass ainsi que celui de Cesaro, que les candidates
et candidats doivent savoir démontrer, sont incontournables dans
cette lecon. Sans se limiter aux cas convergents, on peut également
présenter des exemples d’études asymptotiques de suites définies
par des sommes ou des relations de récurrence, voire implicitement.
D’autres pistes, comme les différentes méthodes d’approximation des
réels par des irrationnels, la résolution numérique d’équations et leur
vitesse de convergence peuvent étre explorées.
Les candidates et candidats solides peuvent s’intéresser par exemple
a l'équirépartition, a I’étude de systemes dynamiques discrets, a
Iaccélération de la convergence, aux procédés de sommation des
séries divergentes et aux théoremes taubériens qui en découlent.
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