Lecon 221 : Equations différentielles linéaires. Systemes d’équations différentielles linéaires. Exemples et

applications.

Dans cette leconn > 1, K = R ou K = C et I un intervalle de
R d’intérieur non vide.

1 Théorie des EDL

1.1 Généralités

Définition 1. Soient Ag,..., A, 1 : [ - M,(K) et B: 1 — K"
continues. On appelle équation différentielle linéaire (EDL) d’ordre
p toute équation de la forme

(E): YW = piAk(t)Y(’“)(t) + B(t)
k=0

d’inconnue Y : [ — K"

Lorsque B = 0 elle est dite homogene. On notera a présent (H)
I’équation homogene associée a (F) et S;(E) 'ensemble des solutions
de (F) sur I.

Remarque 2. Toute EDL réduite d’ordre p peut se ramener a une

Y’ 0
Y// 0
EDL d’ordre 1 en posant X = : B = : ,Cp =
y (-1 B(t)

0 I, 0 ... 0

) 0 _ _ .

. y N 0 .On a alors X' = C,X + B.

0O ... ... 0 I,

Ao(t) Au(t) ... .. A,a(d)

On considérera a présent toujours des EDL d’ordre 1 .

1.2 Théoreme de Cauchy linéaire

Définition 3. On appelle probleme de Cauchy la recherche dune
solution d'une EDO avec condition initiale. On pose alors (P) le
probleme de Cauchy (E) et Y (to) = yo avec tg € I.

Théoréme 4. (Point fize de Picard) Soit (X,d) un espace complet
et une application f : X — X k-contractante, alors :
1. f possede un unique point fixe a € X,

2. Pour tout xg € X, la suite (p)nen  définie par xo et Tpy1 =
f(xy,) converge vers a, de plus :

k,n

<
d(z,,a) T %

d(xla *TO)

Corollaire 5. Soit (X, d) un espace métrique complet, et f : X — X
ayant une itérée fP contractante, alors :

1. f possede un unique point fixe a € X,

2. Pour tout xy € X, la suite (x,)nen  définie par xo et x,.1 =
f(z,) converge vers a.

Théoréme 6. (Cauchy Lipschitz linéaire) Le probléeme de
Cauchy (P) posséde une unique solution globale.

Proposition 7. 1. L’ensemble S;(H) est un sous espace vectoriel
de C(I,K").

2. Pour tout ty € I Uapplication @y, : S;(H) — K" ; y — y(to) est
un isomorphisme d’espaces vectoriels.

3. Si(H) est un espace vectoriel de dimension n.



1.3 Matrice fondamentale et Wronskien

Définition 8. Un systéme fondamental de solutions de (H) est une
famille (y,...,y,) de solutions indépendantes de (H).

La matrice ®(t) = (y1(¢) Yn(t)) constituées de ces solutions en
vecteurs colonnes est appelée matrice fondamentale de (H).

Le déterminant de cette matrice est appelé Wronskien W (t) de ce
systeme fondamental.

Proposition 9. Soient (y1,...,y,) € Si(H)™ des solutions, les as-
sertions suitvantes sont équivalentes :

1. (Y1,- -, yn) est un systeme fondamental de (H);

2. Pour toutte I, W(t) #0;

3. Il existe tg € I tel que W(tg) # 0.
Proposition 10. (Identité d’Abel) Soit ®(t) matrice fondamentale
de (H), alors le Wronskien associé vérifie W'(t) = Tr(A(t))W(t).

Proposition 11. Une application ® € C(I,K™) est une matrice fon-

damentale de (H) si et seulement si ® est dérivable et inversible sur
I et d'(t) = O(t)A(t) pour tout t e I.

Proposition 12. — Soient y,,...,y, des solutions indépendantes
de (H). Siy e S;(H) alors il existe des constantes Cy,...,C, e K

telles que y = > Cyy;.
i=1

— Soit ®(t) matrice fondamentale de (H), alors les solutions de
(H) s’écrivent y(t) = ¢(t)C pourte I ou C e K" constant.

Corollaire 13. Soit yo € K" et tg € I, une solution du probleme de
Cauchy (H) et Y (tg) = yo est y(t) = ®(t)P(to) ‘yo pourte I,

2 Résolution explicite

2.1 Equations homogenes

Proposition 14. Soit A € M,,(K), alors la matrice fondamentale
du systéeme (H) est ®(t) = e2C avec C' € K" constant. Pour } e I

et yo € K", la solutions (H) telle que y(ty) = yo s’écrit eo—DAC.

2 1> Y, ses solutions sont de la

Exemple 15. Soit (H) : Y’ = <O 5

1 ¢
_ ot
forme Y =e¢ (0 1) K

Théoréme 16. Cas des équations scalaires d’ordre 2 (H) : y" +

by +cy=0. Onpose P(X) = X?> +bX +c= (X —r)(X —rg) et

A =1 — 4e.

— 81 A = 0 alors r; est racine double et les solutions réelles sont
y(t) = (At + p)em.

— Si A > 0 alors 11,9 € R distinctes et les solutions sont y(t) =
et + pert,

— Si A < 0 alors les racines sont complexes conjuguées ry = p +
ioc et ro = p —io et les solutions sont y(t) = e (acos(ot) +

Bsin(at)).

Ezemple 17. Les solutions réelles de y” — 3y’ — 4y = 0 sont y(t) =
A=t + pett avec A\, p e R.

2.2 Solutions particulieres

Théoréme 18. On wveut résoudre ['équation (E) d’équation ho-
mogene (H), la solution de (H) est de la forme ®(t)C ou C est
constante. On va “faire varier la constante” en écrivant une solu-
tion de (E) sous la forme y(t) = ®(t)C(t). Ainsiy est solution si et
seulement si C'(t) = ®(t)"1B(t) puis on primitive et on obtient une
solution particuliére de (E).

Proposition 19. (Formule de Duhamel) La solution du probléme
de Cauchy (P) est donnée par y(t) = ®)P(ty) ‘yo +

§! o(t)o(s) " B(s)ds.

Exemple 20. On peut retrouver la valeur de lintégrale de

Gauss I = § e "dz grace a la fonction h(t) = §) £dz
qui est solution de 'EDL A/(t) = h(t) — \/iz
Théoreme 21. Si ag,...,a,-1,0 : I — K sont développables en

série entiéres au voisinage de ty € I, alors I’équation (E) = y®) =
p—1
Zaky(k) + b admet une solution développable en série entiere au
k=0

voisinage de to dont on peut trouver les coefficients.

Ezemple 22. L’équation différentielle (de Bessel) admet une
unique solution développable en série entiere en 0 et valant 1

en 0 qui est f(z) = >} 4(;(;)!;29:".
n=0




3 Etude qualitative

3.1 Stabilité des solutions

Définition 23. Une équation différentielle est dite autonome lorsque
y' = f(y) ou f:Q — R" ou Q ouvert de R".

On dit que § € R™ est un point d’équilibre lorsque f(y) = 0. Dans
ce cas la fonction définie pour ¢t € R par Y (¢) = 7 est solution de
I'équation Y’ = f(Y).

Définition 24. On considere le systeme autonome Y’ = f(Y) et
Y (to) = yo. Un point d’équilibre 7 est stable lorsque pour tout £ > 0
il existe § > 0 tel que si |yo — 7|| < J alors Y, est solution maximale
du probléeme de Cauchy définie sur [tg, +0o0[ et pour tout t >t on a
Y, — 7l <=

On dit qu’il est asymptotiquement instable lorsqu’il est stable et qu’il
existe un voisinage V' de g tel que pour tout yg € V/, tlgglo Y, (t) = 7.

Exemple 25. Pour I'équation Y’ = (_01 %) Y, le point <8> est un

point d’équilibre stable.

3.2 Portrait de phase en dimension 2

On étudie l'allure des trajectoires des solutions du systeme
/
différentiel (?}) = (a b) (aj) noté Y’ = AY, on suppose que

c d) \y
det(A) # 0.
L’allure des solutions dépend de la nature des valeurs propres de
A notées \; et Ag. On distingue alors plusieurs types de points
d’équilibre :
1. Si A est diagonalisable dans R :
— Si A <0 < Ay c’est un point selle (1)
— Si A < A; <0 c’est un nceud stable (2)
— Si0 < A2 < Ap c’est un noeud instable (3)
— Si A1 = A2 <0 c’est un puits (4)
— Si A1 = A2 > 0 c’est une source (5)
2. Si A n’est pas diagonalisable dans R avec un valeur propre double
réelle \ :
— Si A < 0 c’est un neeud dégénéré stable (6)
— Si A > 0 c¢’est un neeud dégénéré instable (7)

3. Si A n’est pas diagonalisable dans R de valeurs propres com-
plexes conjuguées A\; = o + i et Ay = a — i3 avec [ # 0 alors :

— Si o < 0 c’est un foyer stable (8)
— Si o > 0 c’est un foyer instable (9)
— Si oo =0 c’est un centre (10)

Voir en annexe les représentations en portrait de phase associés.

4 Annexe

4,(% A '%1 *%3




DEV 1 : Cauchy Lipschitz linéaire [0]
DEV 2 : Gauss par équation différentielles [20] [CAL23]
DEV3 : Equation de Bessel 22| [FRAT2]
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RAPPORT DU JURY :

La théorie de Cauchy-Lipschitz linéaire est une porte d’entrée natu-
relle pour cette legon. La complétude (via la méthode des approxima-
tions successives) y joue un role crucial, et la preuve est un exemple
fondamental d’intervention de la dimension finie en analyse. Sans
que cet aspect devienne trop prépondérant, les candidates et candi-
dats peuvent proposer quelques exemples de résolutions explicites :
cas scalaire d’ordre un qui fait intervenir des outils élémentaires, cas
des coefficients constants avec ’exponentielle de matrice (qui mobi-
lise fortement la réduction des endomorphismes), utilisation de séries
entieres ou de séries de Fourier, variation des constantes, etc. On se
gardera d’aborder des théoremes généraux s’appliquant au cas non
linéaire qui sont réservés a la lecon 220. Méme dans le cadre linéaire,
les études qualitatives présentent un grand intérét et fournissent de
nombreuses possibilités : étude du comportement asymptotique des
solutions (pour lequel le lemme de Grénwall est un outil d’une grande
efficacité), de la distribution des zéros, du Wronskien, etc. Les can-
didates et candidats solides peuvent s’intéresser a la linéarisation
d’équations non linéaires au voisinage d’un point d’équilibre, propo-
ser des exemples de problemes aux limites (théorie de Sturm- Liou-
ville) ou d’études d’équations aux dérivées partielles linéaires.
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