
Leçon 218 : Formules de Taylor. Exemples et applications.

On considère pE, }.}q un espace vectoriel normé.

1 Formules de Taylor

1.1 Préliminaires

Théorème 1. (Rolle) Soit K compact de E d’intérieur non vide

et f continue de K dans R , différentiable sur
˝

K et constante sur
FrpKq. Alors il existe c P K tel que dfpcq “ 0.

Théorème 2. Si f : ra, bs Ñ R avec a ‰ b, continue sur ra, bs et
dérivable sur sa, br avec fpaq “ fpbq, alors il existe c Psa, br tel que
f 1pcq “ 0.

Exemple 3. Une telle fonction peut être x ÞÑ
?
1 ´ x2 sur r´1, 1s

dérivable sur s ´ 1, 1r. Si f n’est pas dérivable sur l’intervalle tout
entier ce n’est plus vrai par exemple x ÞÑ |x|.

Théorème 4. (Accroissements finis) Soit f : ra, bs Ñ R continue
sur ra, bs et dérivable sur sa, br, alors il existe c Psa, br tel que fpbq ´

fpaq “ f 1pcqpb ´ aq

Remarque 5. Ce théorème n’est plus valable dans le cas complexe
(ou Rn avec n ě 2 par exemple x ÞÑ eix sur r0, 2πs.

Théorème 6. Soit f à valeur réelle définie et différentiable sur
un ouvert O Ă Rn. Si a, b “ pa1, . . . , anq, pb1, . . . , bnq P O tels
que ra, bs Ă O alors il existe c Psa, br tel que fpbq ´ fpaq “
n
ř

k“1

Bf
Bxk

pcqpbk ´ akq

Théorème 7. (IAF) Si f à valeur dans un espace préhilbertien
pE, x., .yq définie sur un compact ra, bs, continue sur cet intervalle
et dérivable sur sa, br, alors il existe c Psa, br tel que }fpbq ´ fpaq} ď

}f 1pcq} pb ´ aq

1.2 Fonctions réelles

Théorème 8. (Taylor-Lagrange) Si f : ra, bs Ñ R de classe Cn sur
ra, bs et dérivable n`1 fois sur sa, br, alors il existe c Psa, br tel que :

fpbq “

n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
pb ´ aq

k
`

f pn`1qpcq

pn ` 1q!
pb ´ aq

n`1

Corollaire 9. Si f : ra, bs Ñ E de classe Cn et n ` 1 fois dérivable
sur sa, br avec f pn`1q majorée par M sur sa, br alors on a :

›

›

›

›

›

fpbq ´

n
ÿ

k“1

f pkqpaq

k!
pb ´ aq

k

›

›

›

›

›

ď
M

pn ` 1q!
pb ´ aq

n`1

Remarque 10. Pour n “ 0 c’est inégalité des accroissements finis.

Théorème 11. (Taylor à reste intégral) Si f : ra, bs Ñ E où E
complet de classe Cn sur ra, bs et dérivable n` 1 fois sur sa, br, alors
il existe c Psa, br tel que :

fpbq “

n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
pb ´ aq

k
`

ż a

b

f pn`1qptq

n!
pb ´ tqndt

Théorème 12. (Taylor-Young) Si f : ra, bs Ñ E où E complet de
classe Cn sur ra, bs et dérivable n ` 1 fois sur sa, br, alors lorsque
h Ñ 0 on a :

fpa ` hq “

n
ÿ

k“0

hkf pkqpaq

k!
`

hn`1f pn`1qpaq

n!
` ophn`1

q

Exemple 13. On a les inégalités suivantes :

1. @x ě 0, x ´ x2

2
ď lnp1 ` xq ď x ´ x2

2
` x3

3
,

2. @x ě 0, x ´ x3

6
ď sinpxq ď x ´ x3

6
` x5

120

3. @x P R, 1 ´ x2

2
ď cospxq ď 1 ´ x2

2
` x4

24
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1.3 Fonctions de plusieurs variables

Théorème 14. (Taylor-Lagrange) Si f : U Ă R2 Ñ R de classe Cp

sur U , Apa, bq,Mpx, yq P U tels que le segment rA,M s Ă U . Alors il
existe θ Ps0, 1r tel que :

fpx, yq “
ÿ

i`jďp´1

px ´ aqipy ´ bqj

i!j!

Bi`jf

BxiByj
pa, bq`

`
ÿ

i`j“p

px ´ aqipy ´ bqj

i!j!

Bpf

BxiByj
pa ` θu, b ` θvq

Corollaire 15. (Taylor-Young) Sous les mêmes hypothèses que le
précédent, on pose B la boule centré en Apa, bq de rayon r ą 0 conte-
nue dans U . Alors il existe ε : B Ñ R telle que lim

px,yqÑpa,bq
εpx, yq “ 0

et pour tout px, yq P B on ait :

fpx, yq “
ÿ

i`jďp´1

px ´ aqipy ´ bqj

i!j!

Bi`jf

BxiByj
pa, bq`}px ´ a, y ´ bq}

p εpx, yq

Théorème 16. Soit U Ă Rn ouvert, f : U Ñ R une fonction de
classe C2 et a P U . Pour x P U proche de a on a :

fpxq “ fpaq ` dfapx ´ aq `
1

2
d2fapx ´ aq ` op}x ´ a}

2
q

2 Exemples et applications

2.1 Développements limités

On considère I Ă R un intervalle non réduit à un singleton.

Définition 17. Soit f : I Ñ E application et on suppose 0 P I. On
dit que f admet un développement limité (DL) à l’ordre n P N˚ si il
existe a0, . . . , an P E tels que au voisinage de 0 on ait

fpxq “ a0 ` a1x ` ¨ ¨ ¨ ` anx
n

` opxn
q

Proposition 18. Lorsqu’il existe un développement limité d’une
fonction f est unique.

Proposition 19. Si f admet un DL à l’ordre n ě 1 au voisinage
de 0, fpxq “ a0 ` a1x ` ¨ ¨ ¨ ` anx

n ` opxnq. Alors fp0q “ a0, f est
dérivable en 0 et f 1p0q “ a1.

Remarque 20. Attention même si n ě 2 il n’y a pas forcément exis-
tence de f2p0q. Par exemple f : x ÞÑ 1 ` x ` x2 ` x3 sinp 1

x2 q si x ‰ 0
et fp0q “ 1 vérifie au voisinage de 0 le DL fpxq “ 1` x` x2 ` opx2q

mais n’est pas deux fois dérivable en 0.

Proposition 21. Soit f :s´a, arÑ E admettant un DL au voisinage
de 0 un DL fpxq “ a0 `a1x` ¨ ¨ ¨ `anx

n `opxnq. Si f est paire (resp
impaire) alors tous les ak avec k impairs (resp pairs) sont nuls.

Proposition 22. Si f : I Ñ E est dérivable n fois en 0, alors f
admet un DL à l’ordre n en 0 qui est le suivant :

fpxq “ fp0q ` f 1
p0qx ` ¨ ¨ ¨ `

f pnqp0q

n!
xn

` opxn
q

Exemple 23. Voici quelques développements limités usuels au voisi-
nage de 0 :

1. ex “ 1 ` x ` x2

2
` ¨ ¨ ¨ ` xn

n!
` opxnq

2. sinpxq “ x ´ x3

3!
` x5

5!
` ¨ ¨ ¨ ` p´1qp x2p`1

p2p`1q!
` opx2p`2q

3. cospxq “ 1 ´ x2

2!
` x4

4!
` ¨ ¨ ¨ ` p´1qp x2p

p2pq!
` opx2p`1q

4. @α P R, p1`xqα “ 1`αx`
αpα´1q

2!
x2`¨ ¨ ¨`

αpα´1q...pα´n`1q

n!
xn`opxnq

Exemple 24. On peut trouver la limite d’une forme indéterminée :

lim
xÑ0

tanpxq´2
sinpxq´x

“ ´2.

2.2 Probabilités

Définition 25. Soit X une variable aléatoire réelle, on appelle fonc-
tion caractéristique de X la fonction φX : R Ñ C ; t ÞÑ EreitXs.

Définition 26. Soit pXnqn une suite de variables aléatoires réelles et

X une var. On dit que pXnqn converge en loi vers X noté pXnq
L

ÝÑ X
lorsque pour tout f P CbpRq on a ErfpXnqs Ñ ErfpXqs.
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Théorème 27. On a l’équivalence : pXnqn
L

ÝÑ X ðñ @f P

C0pRq, ErfpXnqs Ñ ErfpXqs.

Théorème 28. (Lévy) Soit pXnqn une suite de variables

aléatoires réelles, on a l’équivalence : Xn
L

ÝÑ X ðñ φXn

cvs
ÝÑ

φX .

Théorème 29. (Central Limite) Soit pXnqn suite de variables
aléatoires qui admettent un moment d’ordre 2, m “ ErX1s et

σ2 “ V arpX1q et Sn “
n
ř

i“1

Xi alors
Sn´mn?

nσ
ÝÑ
nÑ8

N p0, 1q

Application 30. On a la formule de Stirling n! „
nÑ8

?
2nπ

`

n
e

˘n
.

Proposition 31. Soient X et Y des variables aléatoires réelles,
alors :

1. φX est uniformément continue sur R ,

2. PX “ PY ðñ φX “ φY

3. Si φX P L1pRq alors X admet une densité f définie pour x P R
par fpxq “ 1

2π

ş

R e
´itxφXptqdt

2.3 Résolution numérique

Théorème 32. (Méthode de Newton) Soit f de classe C2 sur
un intervalle rc, ds, on suppose que fpxq ă 0 ă fpdq et f 1pxq ą

0 pour tout x P rc, ds. On considère la suite pxnqnPN définie par

xn`1 “ F pxnq pour tout n ě 0 avec F pxq “ x ´
fpxq

f 1pxq
. On a

alors :

1. f possède une unique racine a qui vérifie pour tout x P rc, ds

qu’il existe z P ra, xs tel que F pxq ´ a “
f2pzq

2f 1pzq
px ´ aq2.

2. Il existe C ą 0 tel que |F pxq ´ a| ď C|x ´ a| pour tout
x P rc, ds et il existe α ą 0 tel que I “ ra ´ α, a ` αs soit
stable par F . Pour tout x0 P I la suite pxnqnPN converge à
l’ordre 2 vers a dans I.

3. SI de plus f2pxq ą 0 pour tout x P rc, ds alors le résultat
est vrai sur I “ ra, ds,pxnqnPN est strictement décroissante
(ou constante) et on a : 0 ď xn`1 ´ a ď Xpxn ´ aq2 puis

xn`1 ´ a „
nÑ`8

f2paq

2f 1paq
pxn ´ aq2.

Remarque 33. L’objectif de la méthode de Newton dans le contexte
des extrema est de rechercher des points critiques avant de voir si se
sont des extrema.

3 Annexe

DEV 1 : Levy et TCL 27, 28 et 29
DEV 2 : Méthode de Newton 32

Références

[GOU20] Xavier GOURDON : Les maths en tête. Analyse - 3e
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RAPPORT DU JURY :
La connaissance des différentes formules de Taylor, en une, ou plu-
sieurs variables, de leurs différences et de leurs champs d’applica-
tions, allant de la géométrie (par exemple la position d’une courbe
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ou une surface par rapport à son espace tangent) jusqu’aux proba-
bilités (comme par exemple le théorème central limite), doit consti-
tuer le coeur de la leçon. Les énoncés devront être illustrés par des
exemples pertinents. En général, le développement de Taylor d’une
fonction comprend un terme de reste qu’il est crucial de savoir ana-
lyser. Cette analyse impose une bonne compréhension des relations
de comparaison (notamment o et O). Le jury s’attend à ce que le
lien entre l’existence d’un développement limité à un ordre n et
l’existence d’une dérivée n-ième soit connu. On peut aussi montrer
comment les formules de Taylor permettent d’établir le caractère
développable en série entière (ou analytique) d’une fonction dont on
contrôle les dérivées successives.
Pour les candidates et candidats solides, on peut mentionner des
applications comme le lemme de Morse, l’étude locale au voisinage
des points stationnaires pour les courbes et des points critiques pour
la recherche d’extrema. On peut aussi penser à la méthode de La-
place, du col, de la phase stationnaire ou aux inégalités contrôlant les
dérivées intermédiaires lorsque f et sa dérivée n-ième sont bornées,
ou encore à l’analyse de méthodes d’intégration numérique.
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