Lecon 218 : Formules de Taylor. Exemples et applications.

On considére (E,||.||) un espace vectoriel normé.

1 Formules de Taylor

1.1 Préliminaires

Théoreme 1. (Rolle) Soit K compact de E d’intérieur non vide

o

et f continue de K dans R , différentiable sur K et constante sur
Fr(K). Alors il existe c € K tel que df (c) =

Théoréme 2. Si f : [a,b] - R avec a # b, continue sur |a,b] et
dérivable sur la,b| avec f(a) = f(b), alors il existe ¢ €|a,b| tel que
f'(e) =0.

Ezemple 3. Une telle fonction peut étre x — /1 — 22 sur [—1,1]
dérivable sur | — 1,1[. Si f n’est pas dérivable sur l'intervalle tout
entier ce n’est plus vrai par exemple z — |z|.

Théoréme 4. (Accroissements finis) Soit f : [a,b] — R continue
sur [a, b] et dérivable sur la,b[, alors il existe ¢ €]a, b| tel que f(b) —

fla) = f'(c)(b—a)

Remarque 5. Ce théoreme n’est plus valable dans le cas complexe
(ou R™ avec n > 2 par exemple z — e** sur [0, 27].

Théoreme 6. Soit f a wvaleur réelle définie et différentiable sur
un owvert O < R". Si a,b = (ay,...,a,),(b1,...,b,) € O tels
que |a,b] < O alors il existe ¢ €la,b| tel que f(b) — f(a)

> 2 () (b — ar)

Théoréme 7. (IAF) Si f a valeur dans un espace préhilbertien
(E,{.,.)) définie sur un compact |a,b], continue sur cet intervalle
et dérivable sur |a,b[, alors il existe c €]a,b| tel que | f(b) — f(a)| <

[F ()l (b= a)

1.2 Fonctions réelles

Théoréme 8. (Taylor-Lagrange) Si f : [a,b] — R de classe C" sur
[a,b] et dérivable n+ 1 fois sur |a,b[, alors il existe ¢ €]a, b tel que :

) (g (n+1) (4
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Corollaire 9. Si f : [a,b] — E de classe C" et n + 1 foz's dérivable
sur a, b[ avec f™*Y) majorée par M sur Ja,b[ alors on a :

n o)
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Remarque 10. Pour n = 0 c’est inégalité des accroissements finis.

Théoréme 11. (Taylor a reste intégral) Si f : |a,b] - E ou E
complet de classe C™ sur [a,b] et dérivable n+ 1 fois sur |a,b[, alors

il existe c €la,b| tel que :
n+1
b —a)" f f —t)"dt

Théoréme 12. ( aylor—Young) Si f:|a,b] > E ou E complet de
classe C" sur [a,b] et dérivable n + 1 fois sur |a,b|, alors lorsque

h—0ona:

.(b —a)"t!

n hkf(k:)(a) hn+1f(n+1)(a)
+

] nl +o(h"™)

fla+h) =

k=0

Exemple 13. On a les inégalités suivantes :

2 3
1. Vx> 0,2 — % In(l+2) < r—Z + %,
2. Ve =20,z — x3<sin(x)<x—%3+%

6
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3. VzeR,1-7% <cos(z)<1—-% + %



1.3 Fonctions de plusieurs variables

Théoréme 14. (Taylor-Lagrange) Si f : U < R* —» R de classe CP
sur U, A(a,b), M(z,y) € U tels que le segment [A, M] < U. Alors il
existe 0 €]0, 1] tel que :

_ (x—a)'(y—b) o*f
(x —a)(y —b) orf
+ Z Z']' FRE (@ + Ou, b+ 6v)

i+j=p

Corollaire 15. (Taylor-Young) Sous les mémes hypothéses que le
précédent, on pose B la boule centré en A(a,b) de rayonr > 0 conte-
nue dans U. Alors il existe € : B — R telle que  lim e(x,y) =0

(z,y)—(a,b)

et pour tout (z,y) € B on ait :

(v~ a)'y — by 29 :
flew)= 3 S @ ey bl )

Théoreme 16. Soit U < R" ouvert, f : U — R une fonction de
classe C* et a € U. Pour x € U proche de a on a :

f(x) = fla) + dfolz — a) + %dea(x —a) + oz —af)

2 Exemples et applications

2.1 Développements limités

On considere I < R un intervalle non réduit a un singleton.

Définition 17. Soit f : I — E application et on suppose 0 € I. On
dit que f admet un développement limité (DL) a 'ordre n € N* si il
existe ag, ..., a, € F tels que au voisinage de 0 on ait

f(x) =ag+a1z+ -+ a,z" + o(z")

Proposition 18. Lorsqu’il existe un développement limité d’une
fonction f est unique.

Proposition 19. Si f admet un DL a l'ordre n > 1 au voisinage
de 0, f(x) = ap + a1x + -+ - + a,z™ + o(x™). Alors f(0) = ag, f est
dérivable en 0 et f'(0) = a;.

Remarque 20. Attention méme sin > 2 il n’y a pas forcement exis-
tence de f”(0). Par exemple f: 2 — 14z + 2? + 2% sin(; ) siz#0

et f(0) = 1 vérifie au voisinage de 0 le DL f(x) = 1+ z + 2 + o(2?)
mais n’est pas deux fois dérivable en 0.

Proposition 21. Soit f :]|—a, a[— E admettant un DL au voisinage
de 0 un DL f(x) = ag+ a1z +-- - +a,a™ +o(z"). Si f est paire (resp
impaire) alors tous les ay, avec k impairs (resp pairs) sont nuls.

Proposition 22. St f : [ — E est dérivable n fois en 0, alors f
admet un DL a l'ordre n en 0 qui est le suivant :

F(0)

n!

fx)=f0)+ f'(0)x+---+

" + o(x")

Ezxemple 23. Voici quelques développements limités usuels au voisi-
nage de 0 :

2. sin(x) =z — % 5_? o (1) 2”“) + o(z?+2)

(2p+1)!

3. cos(z) =1 — 2 420 .. 4 (—1)P :;Z;! +o(z2+)

oz(oe 1) (a=n+1) n

4. Va e R, (14+2)* = 1+az+25 2%+ +% +o(z")

Exemple 24. On peut trouver la limite d’une forme indéterminée :
Jim a@=2 _ o

20 Sin(z)—z

2.2 Probabilités

Définition 25. Soit X une variable aléatoire réelle, on appelle fonc-
tion caractéristique de X la fonction px : R — C ; t — E[e"X].

Définition 26. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires réelles et

X une var. On dit que (X,,),, converge en loi vers X noté (X,,) L X
lorsque pour tout f € Cp(R) on a E[f(X,)] — E[f(X)].



Théoreme 27. On a l’équivalence : (X,), L X — Vfe

Co(R), E[f(X.)] — E[f(X)].
Théoreme 28. (Lévy) Soit (X,), une suite de wvariables

. . . s L cvs
aléatoires réelles, on a l’équivalence : X;, — X <= ¢x, —

Yx-

Théoreme 29. (Central Limite) Soit (X,,),, suite de variables
aléatoires qui admettent un moment d’ordre 2, m = E[X;] et

o =Var(X,) et S, = Y. X; alors % — N(0,1)
i=1 =

Application 30. On a la formule de Stirling n! ~ +/2nw (%)n
n—0o0

Proposition 31. Soient X et Y des variables aléatoires réelles,
alors :

1. ¢x est uniformément continue sur R ,

2. PX:PY — Px = Py

3. Si px € LY(R) alors X admet une densité f définie pour x € R
par f(x) = 3= §pe " ox (t)dt

2.3 Résolution numérique

Théoréme 32. (Méthode de Newton) Soit f de classe C* sur
un intervalle [c, d], on suppose que f(x) <0 < f(d) et f'(x) >
0 pour tout x € [¢,d]. On considere la suite (x,,)nen définie par
Tpy1 = F(x,) pour tout n = 0 avec F(x) = x — Jf,(("';)). On a
alors :

1. f posséde une unique racine a qui vérifie pour tout x € |c, d|

qu’il existe z € |a, x| tel que F(x) —a = Qf;,(é)) (r —a)*

2. Il existe C' > 0 tel que |F(z) — a| < Cl|z — a| pour tout
x € [c,d] et il existe a > 0 tel que I = [a — a,a + «] soit
stable par F. Pour tout xo € I la suite (x,)nen converge a
Uordre 2 vers a dans 1.

3. SI de plus f"(z) > 0 pour tout x € [c,d] alors le résultat
est vrai sur I = |a,d],(x,)nen est strictement décroissante
(ou constante) et on a : 0 < xpp1 —a < X (@, — a)? puis

f"(a) 2
Tni1 =@~ Sp) (x, —a)®.

Remarque 33. L'objectif de la méthode de Newton dans le contexte
des extrema est de rechercher des points critiques avant de voir si se
sont des extrema.

3 Annexe

DEV 1 : Levy et TCL [27], 2§ et
DEV 2 : Méthode de Newton [32]
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RAPPORT DU JURY :
La connaissance des différentes formules de Taylor, en une, ou plu-
sieurs variables, de leurs différences et de leurs champs d’applica-
tions, allant de la géométrie (par exemple la position d’une courbe



ou une surface par rapport a son espace tangent) jusqu’aux proba-
bilités (comme par exemple le théoréeme central limite), doit consti-
tuer le coeur de la lecon. Les énoncés devront étre illustrés par des
exemples pertinents. En général, le développement de Taylor d'une
fonction comprend un terme de reste qu’il est crucial de savoir ana-
lyser. Cette analyse impose une bonne compréhension des relations
de comparaison (notamment o et O). Le jury s’attend & ce que le
lien entre l'existence d’un développement limité a un ordre n et
Iexistence d'une dérivée n-ieme soit connu. On peut aussi montrer
comment les formules de Taylor permettent d’établir le caractere
développable en série entiere (ou analytique) d’une fonction dont on
controle les dérivées successives.

Pour les candidates et candidats solides, on peut mentionner des
applications comme le lemme de Morse, I’étude locale au voisinage
des points stationnaires pour les courbes et des points critiques pour
la recherche d’extrema. On peut aussi penser a la méthode de La-
place, du col, de la phase stationnaire ou aux inégalités controlant les
dérivées intermédiaires lorsque f et sa dérivée n-ieme sont bornées,
ou encore a ’analyse de méthodes d’intégration numérique.
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