
Leçon 215 : Applications différentiables définies sur un ouvert de Rn. Exemples et applications.

On considère n,m P N˚, U Ă Rn et V Ă Rm des ouverts, f : U Ñ

Rm et B “ pe1, . . . , enq la base canonique de Rn.

1 Différentiabilité

1.1 Fonctions différentiables

Définition 1. Soit a P U , f est dite différentiable en a lorsqu’il
existe φ P LCpE,F q telle que fpa`hq “ fpaq `φphq ` op}h}q quand
h Ñ 0. Lorsque φ existe elle est unique appelée différentielle de f en
a et notée dfa.

Définition 2. Si f est différentiable en tout point de U , on dit que f
est différentiable sur U et l’application df : U Ñ LCpE,F q ; a ÞÑ dfa
est appelée application différentielle de f . Si df st continue alors on
dit que f est de classe C1.

Remarque 3. En dimension finie la condition de continuité de dfa
est automatiquement vérifiée par linéarité. L’équivalence des normes
permet aussi de montrer que l’existence et la valeur de dfa ne dépend
des normes choisies.

Exemple 4. Si f linéaire continue alors fpa ` hq “ fpaq ` fphq donc
dfa “ f pour tout a P U .

Proposition 5. Si f est différentiable en a P U alors f est continue
en a.

Proposition 6. Soient f, g : U Ñ Rm différentiables en a P U et
λ P R. Alors f ` g et λf sont différentiables en a et dpf ` gqa “

dfa ` dga et dpλfqa “ λdfa.

Proposition 7. Soit G un R -ev, f : U Ñ V et g : V Ñ Rp. Si f
différentiable en a P U et g en fpaq P V alors g ˝ f : U Ñ G est
différentiable en a et dpg ˝ fqa “ dgfpaq ˝ dfa

1.2 Dérivées directionnelles et partielles

Définition 8. On dit que f est dérivable en a selon h P E lorsque
Bf
Bh

paq :“ lim
tÑ0
t‰0

fpa`thq´fpaq

t
existe.

Proposition 9. Si f est différentiable en a alors admet une dérivée
selon tout vecteur en a et Bf

Bh
paq “ dfaphq.

Remarque 10. La réciproque est fausse, la dérivabilité selon tout
vecteur n’implique même pas la continuité. Par exemple avec f :

px, yq ÞÑ xy x2´y2

x2`y2
et fp0, 0q “ 0.

Définition 11. Soit a P U , si pour tout i P J1, nK f est dérivable en
a selon ei, on dit que f admet une dérivée partielle en a d’indice i
notée Bf

Bxi
paq.

Théorème 12. Si toutes les dérivées partielles de f sur U existent
et si elles sont continues en a P U alors f est différentiable en a et

dfa “
n
ř

i“1

Bf
Bxi

paqei.

Remarque 13. La réciproque est fausse par exemple f : x ÞÑ

x2 sinp1{xq et fp0q “ 0 est différentiable en 0 mais f 1 n’est pas conti-
nue en 0.

Définition 14. On suppose que f admet une dérivée partielle en a
pour tout i P J1, nK. On appelle matrice jacobienne de f en a la ma-

trice Jfa “

´

Bfi
Bxj

¯

pi,jqPJ1,mKˆJ1,nK
avec m “ dimpF q et f “ pf1, . . . , fmq

Définition 15. Sous réserve d’existence, on peut définir par
récurrence les dérivées partielles d’ordre p par

Bpf

Bxip . . . Bxi1

“
B

Bxip

p
Bp´1f

Bxip´1 . . . Bxi1

q

. Une fonction est dite de classe Cp lorsque toutes ses dérivées par-
tielles jusqu’à l’ordre p existent et sont continues.
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Théorème 16. (Schwarz) Soit f : U Ă R2 Ñ R admettant des

dérivées partielles B2f
BxBy

et B2f
ByBx

continues en a P U . Alors B2f
BxBy

paq “

B2f
ByBx

paq.

Définition 17. Soit f une fonction réelle deux fois différentiable
en a. On appelle matrice Hessienne de f en a la matrice Hf paq “
´

B2f
BxBy

paq

¯

pi,jqPJ1,nK2
P MnpRq.

Remarque 18. Grâce au théorème de Schwarz on sait que Hf paq est
une matrice symétrique.

Définition 19. On suppose que toutes les dérivées partielles d’ordre
2 de f existent et que f est réelle. On appelle laplacien de f l’appli-

cation ∆f “
n
ř

k“1

B2f
Bx2

k
.

Exemple 20. Soit f : R2 Ñ R de classe C2 et g : R˚ ˆ R Ñ

R2 ; pr, θq ÞÑ pr cospθq, r sinpθqq. La fonction F “ f ˝ g est de classe

C2 et on a ∆f “
B2f
Bx2 `

B2f
By2

“ B2F
Bx2 ` 1

r
BF
Br

` 1
r2

B2F
Bθ2

.

2 Théorèmes fondamentaux

2.1 Accroissements finis

Théorème 21. Soient a, b P U tel que ra, bs Ă U . Si f continue
sur ra, bs, différentiable en tout point de sa, br et si il existe M ą 0
tel que pour tout c Psa, br on ait ~dfc~ ď M . Alors }fpbq ´ fpaq} ď

M }b ´ a}

Remarque 22. Si U on convexe, on peut généraliser ce résultat sur
U tout entier.

Théorème 23. (Taylor-Lagrange) Soit f : U Ă Rn Ñ R de classe
Cp et x, h P Rn tels que rx, x ` hs Ă U , alors il existe θ Ps0, 1r tel
que :
fpx ` hq “ fpxq `

ř

i1`...in“1

hi1
1 . . . hin

n
Bf

Bx
i1
1 ...Bxin

n

pxq `

1
2!

ř

i1`...in“2

2!
i1!...in!

hi1
1 . . . hin

n
Bf

Bx
i1
1 ...Bxin

n

pxq ` ¨ ¨ ¨ `

1
pp´1q!

ř

i1`...in“p´1

pp´1q!
i1!...in!

hi1
1 . . . hin

n
Bf

Bx
i1
1 ...Bxin

n

pxq `

1
p!

ř

i1`...in“p´1

p!
i1!...in!

hi1
1 . . . hin

n
Bf

Bx
i1
1 ...Bxin

n

px ` θhq

2.2 Théorème d’inversion locale

Théorème 24. (Inversion locale) Soient E,F espaces de Ba-
nach et U Ă E ouvert et f : U Ñ F de classe C1. On suppose
qu’il existe a P U tel que dfa soit un isomorphisme bicontinu
de E dans F . Alors il existe un voisinage ouvert V de a et W
de fpaq tel que :

1. f|V est une bijection de V Ñ W .

2. L’application inverse g : W Ñ V est continue,

3. g est de classe C1 et pour tout x P V , on a dgfpxq “ df´1
x .

Corollaire 25. Sous les mêmes conditions que le théorème, f
est une application ouverte, c’est à dire que pour tout ouvert
Ω Ă U on a fpΩq ouvert de F .

Théorème 26. (Inversion globale) Soient E,F espaces de Banach,
U Ă E ouvert et f : U Ñ F injective de classe C∞. On a
l’équivalence suivante :
Pour tout x P U , dfx est inversible et bicontinu si et seulement si
V “ fpuq est ouvert de F et f´1 : V Ñ U est de classe C1.

OU VERSION AVEC C1 DIFFEO

Définition 27. Soit pE, x., .yq un espace euclidien. Une application
f : E Ñ E est dite strictement monotone s’il existe k ą 0 tel que :
@x, y P E, xfpxq ´ fpyq, x ´ yy ě k }x ´ y}

2.

Proposition 28. Soit f : E Ñ E de classe C1, f est stricte-
ment monotone si et seulement si @x, h P E, xdfxphq, hy ě }h}

2.

Proposition 29. Si f : E Ñ E est de classe C1 et strictement
monotone alors f est un C1 difféomorphisme de E sur E.

2.3 Théorème des fonctions implicites

Théorème 30. (Fonctions implicites) Soient W Ă RnˆRm, pa, bq P

W et g : W Ñ Rm de classe C1 telle que gpa, bq “ 0. On suppose
que la différentielle en b de y ÞÑ gpa, yq est un isomorphisme. Alors il
existe un voisinage ouvert WaˆWb de pa, bq dans W et φ : Wa Ñ Wb

de classe C1 telle que pour tout px, yq P Wa ˆ Wb on ait gpx, yq “

0 ðñ y “ φpxq.
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Exemple 31. Soit f : px, yq ÞÑ sinpyq ` xy4 ` x2, alors il existe V et
V 1 voisinages ouverts de 0 et φ : V Ñ V 1 de classe C8 telle que pour
tout x P V , φpxq est l’unique solution de fpx, yq “ 0 avec y P V 1.

3 Application à la recherche d’extrema

Définition 32. On que a P U est un point critique de f lorsque f
différentiable en a et dfa “ 0.

Proposition 33. Si f différentiable en a P U et a extrema relatif de
f alors a est un point critique.

Exemple 34. Pour la fonction réelle x ÞÑ x3 on observe que 0 est
point critique mais pas extremum.

Théorème 35. Si f est de classe C2 et dfa “ 0 alors :

1. Si f admet un maximum (resp minimum) relatif en a, alors
Hf paq est positive (resp négative).

2. Si Hf paq est définie positive (resp définie négative) alors f admet
un maximum (resp minimum) relatif en a.

Théorème 36. (Extremas liés) Soient f, g1, . . . , gr des fonctions
réelles de classe C1 définies sur un ouvert U Ă E et Γ “ tx P

U | g1pxq “ ¨ ¨ ¨ “ grpxq “ 0u. Si f|Γ admet un extremum relatif
en a P Γ et si les dg1,a, . . . , dgr,a sont linéairement indépendantes,
alors il existe λ1, . . . , λr P R (uniques et appelés multiplicateurs de

Lagrange) tels que dfa “
r

ř

k“1

λkdgk,a.

Exemple 37. On peut retrouver l’inégalité arithmético-géométrique
à partir de ce théorème.

4 Annexe

FAIRE DES DESSINS !

DEV 1 : Théorème d’inversion locale 24
DEV 2 : Fonctions strictement monotones 25, 28 et 29
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RAPPORT DU JURY :
L’idée de départ de cette leçon est qu’une fonction suffisamment
régulière se comporte localement comme une application linéaire.
De nombreuses différentielles usuelles (notamment issues de l’algèbre
linéaire) peuvent ainsi être obtenues en calculant directement un
développement limité. Des exemples significatifs en dimension 2 et 3
pourront venir illustrer la différence fondamentale avec la dimension
1. Les dérivées partielles (lorsqu’elles existent ) pourront clarifier l’ex-
pression de nombreuses différentielles ainsi que la règle de la châıne.
Les candidates et candidats solides peuvent s’intéresser la notion de
différentielle seconde pour les fonctions de classe C2, à la différentielle
de l’exponentielle matricielle, ainsi qu’aux points où celle-ci est un
difféomorphisme local, aux fonctions harmoniques et à leurs pro-
priétés élémentaires, à la caractérisation des fonctions holomorphes
et son interprétation géométrique. Pour ce qui concerne les applica-
tions, de nombreux thèmes relatifs aux leçons 214 ou 219 sont ici
appropriés.
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