
Leçon 214 : Théorème d’inversion locale, théorème des fonctions implicites. Illustrations en analyse et en

géométrie.

On considère E,F des espaces de Banach et U Ă E un ouvert.

1 Théorème d’inversion locale

1.1 Construction du théorème

Définition 1. On dit qu’une fonction f : U Ñ F est un Ck-
difféomorphisme de U sur V “ fpV q lorsque f et f´1 sont bijectives
et de classes Ck.

Proposition 2. Dans le cas où F “ Rn et F “ Rm, soit f : U Ñ F
un difféomorphisme. Alors pour tout x P U en posant y “ fpxq on a
dpf´1qy ˝ dfx “ Id et n “ m.

Exemple 3. L’application x ÞÑ x3 est un homéomorphisme de classe
C1 sur R mais pas difféomorphisme.

Théorème 4. (Point fixe de Picard) Soit pE, dq un espace complet
et f : E Ñ e telle qu’il existe 0 ă k ă 1 tel que pour tout x, y P

E, dpfpxq, fpyqq ď kdpx, yq. Alors f possède un unique point fixe a
et la suite récurrente définie par x0 P E et xn`1 “ fpxnq converge
vers a quel que soit x0.

Théorème 5. (Inversion locale) Soient E,F espaces de Ba-
nach et U Ă E ouvert et f : U Ñ F de classe C1. On suppose
qu’il existe a P U tel que dfa soit un isomorphisme bicontinu
de E dans F . Alors il existe un voisinage ouvert V de a et W
de fpaq tel que :

1. f|V est une bijection de V Ñ W .

2. L’application inverse g : W Ñ V est continue,

3. g est de classe C1 et pour tout x P V , on a dgfpxq “ df´1
x .

Remarque 6. Il existe la version Ck de ce théorème.

Exemple 7. L’application px, yq P R2 ÞÑ px2 ´ y2, xyq est un C8

difféomorphisme en tout point de R2ztp0, 0qu.

1.2 Conséquences

Corollaire 8. Sous les mêmes conditions que le théorème, f
est une application ouverte, c’est à dire que pour tout ouvert
Ω Ă U on a fpΩq ouvert de F .

Corollaire 9. Soit f : U Ă Rn Ñ Rn de classe CK. S’il existe a P U
tel que dfa soit inversible (ie Jacpfq ‰ 0, alors il existe un voisinage
V de a et un voisinage W de fpaq tel que f|V : V Ñ W est un
C1-difféomorphisme et dpf´1

V qfpxq “ df´1
x pour tout x P V .

Théorème 10. Soient f1, . . . , fn des fonctions de classe C1 au voi-
sinage d’un point a P Rn. Les relations u1 “ fpx1, . . . , xnq; . . . ;un “

fnpx1, . . . , xnq définissent un changement de coordonnées sur un voi-
sinage de a si et seulement si le jacobien n’est pas nul. C’est-à-
dire si les différentielles df1paq, . . . , dfnpaq sont des formes linéaires
indépendantes.

Exemple 11. En utilisant le changement de variable en coordonnées
polaire on a

ş

R e
´x2

dx “
?
π.

Exemple 12. Soit φ : U Ñ Rn un C1-difféomorphisme. Alors V “

φpUq est mesurable et une application f : V Ñ C est intégrable
si et seulement si |Jφpaq| ¨ f ˝ φ est intégrable. Dans ce cas on a
ş

V
fpxqdx “

ş

U
|Jφpaq| ¨ fpφpyqqdy.

Corollaire 13. Soient f1, . . . , fp des fonctions de classe C1 au voi-
sinage d’un point a P Rn. On peut les compléter par des fonctions
fp`1, . . . , fn en un changement de coordonnées au voisinage de a si
et seulement si les différentielles df1paq, . . . , dfppaq sont des formes
linaires linéairement indépendantes.
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Théorème 14. (Inversion globale) Soient E,F espaces de Banach,
U Ă E ouvert et f : U Ñ F injective de classe C∞. On a
l’équivalence suivante :
Pour tout x P U , dfx est inversible et bicontinu si et seulement si
V “ fpuq est ouvert de F et f´1 : V Ñ U est de classe C1.

1.3 Applications

Théorème 15. (Du rang constant) Soit f : U Ă Rn Ñ Rp de classe
C1, on suppose que le rang de la matrice jacobienne dfpxq est constant
sur U égal à r. Alors il existe un changement de coordonnées local
au voisinage de a et de fpaq qui transforme f en une application
A : pX1, . . . , Xnq P Rn ÞÑ pX1, . . . , Xr, 0, . . . , 0q P Rp de rang r.

Définition 16. Soit pE, x., .yq un espace euclidien. Une application
f : E Ñ E est dite strictement monotone s’il existe k ą 0 tel que :
@x, y P E, xfpxq ´ fpyq, x ´ yy ě k }x ´ y}

2.

Proposition 17. Soit f : E Ñ E de classe C1, f est stricte-
ment monotone si et seulement si @x, h P E, xdfxphq, hy ě }h}

2.

Proposition 18. Si f : E Ñ E est de classe C1 et strictement
monotone alors f est un C1 difféomorphisme de E sur E.

2 Théorème des fonctions implicites

2.1 Énoncés

Définition 19. Soit a P U , f est dite différentiable en a lorsqu’il
existe φ P LCpE,F q telle que fpa`hq “ fpaq `φphq ` op}h}q quand
h Ñ 0. Lorsque φ existe elle est unique appelée différentielle de f en
a et notée dfa.
Si f est différentiable en tout point de U , on dit que f est
différentiable sur U et l’application df : U Ñ LCpE,F q ; a ÞÑ dfa
est appelée application différentielle de f . Si df st continue alors on
dit que f est de classe C1.

Théorème 20. (Fonctions implicites) Soient W Ă RnˆRm, pa, bq P

W et g : W Ñ Rm de classe C1 telle que gpa, bq “ 0. On suppose
que la différentielle en b de y ÞÑ gpa, yq est un isomorphisme. Alors il
existe un voisinage ouvert WaˆWb de pa, bq dans W et φ : Wa Ñ Wb

de classe C1 telle que pour tout px, yq P Wa ˆ Wb on ait gpx, yq “

0 ðñ y “ φpxq.

Remarque 21. La signification de ce théorème est que la surface
définie implicitement par l’équation fpx, yq “ 0 peut être vue lo-
calement comme le graphe d’une fonction φ.

Exemple 22. Soit f : px, yq ÞÑ sinpyq ` xy4 ` x2, alors il existe V et
V 1 voisinages ouverts de 0 et φ : V Ñ V 1 de classe C8 telle que pour
tout x P V , φpxq est l’unique solution de fpx, yq “ 0 avec y P V 1.

2.2 Applications

Exemple 23. (Folium de Descartes) L’ensemble des points C “

tpx, yq P R2|x3 ` y3 ´ 3xy “ 0u peut être vu en tout point
pa, bq P R2ztpu0, 0q, p22{3, 21{3q comme le graphe d’une fonction φ

telle que φ1paq “ a2´b
a´b2

Définition 24. On que a P U est un point critique de f lorsque f
différentiable en a et dfa “ 0.

Proposition 25. Si f différentiable en a P U et a extrema relatif de
f alors a est un point critique.

Exemple 26. Pour la fonction réelle x ÞÑ x3 on observe que 0 est
point critique mais pas extremum.

Théorème 27. Si f est de classe C2 et dfa “ 0 alors :

1. Si f admet un maximum (resp minimum) relatif en a, alors
Hf paq est positive (resp négative).

2. Si Hf paq est définie positive (resp définie négative) alors f admet
un maximum (resp minimum) relatif en a.

Théorème 28. (Extremas liés) Soient f, g1, . . . , gr des fonctions
réelles de classe C1 définies sur un ouvert U Ă E et Γ “ tx P

U | g1pxq “ ¨ ¨ ¨ “ grpxq “ 0u. Si f|Γ admet un extremum relatif
en a P Γ et si les dg1,a, . . . , dgr,a sont linéairement indépendantes,
alors il existe λ1, . . . , λr P R (uniques et appelés multiplicateurs de

Lagrange) tels que dfa “
r

ř

k“1

λkdgk,a.

Exemple 29. Soit g : px, yq ÞÑ x3 ´ y2 et f : px, yq ÞÑ x ` y2,
on cherche à minimiser f sous la contrainte gpx, yq “ 0. Alors le
minimum (global) de f sous cette contrainte est atteint en p0, 0q,
la différentielle de g en p0, 0q est nulle et la relation finale n’est pas
vraie.

Exemple 30. (Inégalité arithmético-géométrique) Pour tout

px1, . . . , xnq P pR`qn on a px1 . . . xnq
1
n ď x1`¨¨¨`xn

n
.
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Exemple 31. (Inégalité d’Hadamard) Pour tout px1, . . . , xnq P Rn on
a detpx1, . . . , xnq ď }x1} . . . }xn} avec égalité si et seulement si c’est
une base orthogonale de Rn.

Proposition 32. Soit P0 P RnrXs et x0 P R une racine simple de P0.
Alors il existe une application φ de classe C8 définie sur un voisinage
U de P0 dans RnrXs à valeur dans un voisinage V de x0 telle que
pour tout P P U , pour tout x P U on ait x “ φpP q ðñ P pxq “ 0.

3 Annexe

DEV 1 : Théorème d’inversion locale 5
DEV 2 : Fonctions strictement monotones 8, 17 et 18
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RAPPORT DU JURY :
Les deux théorèmes fondamentaux auxquels cette leçon est consacrée
offrent une belle utilisation de la complétude, qu’il conviendra
d’évoquer. La démonstration de l’un de ces deux théorèmes peut
parfaitement faire l’objet d’un des deux développements. On pourra
par exemple mettre en pratique, sur des exemples bien choisis, le
théorème des fonctions implicites au moins dans le cas de deux
variables réelles, pour enrichir le plan avec profit. Des applica-
tions significatives aussi bien en analyse qu’en géométrie sont at-
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tendues : problèmes d’optimisation sous contraintes (inégalité de
Hölder, inégalité d’Hadamard, etc), régularité des racines d’un po-
lynôme en fonction des coefficients, etc. La méthode des multiplica-
teurs de Lagrange a bien évidemment toute sa place dans cette leçon,
à condition qu’elle soit illustrée par des exemples. L’interprétation
de l’énoncé en termes d’espace tangent est visuellement éclairante et
permet d’éviter les éventuelles confusions résultant de raisonnements
purement matriciels.
Les candidates et candidats solides peuvent s’intéresser à l’étude
locale d’applications suffisamment régulières (submersions, immer-
sions, théorème du rang constant, lemme de Morse), au lemme de
Sard, ainsi qu’aux sous-variétés de Rn.
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