
Leçon 213 : Espaces de Hilbert. Exemples d’applications.

1 Généralités

1.1 Espaces pré-Hilbertiens

Définition 1. On appelle produit scalaire sur E, toute application
x., .y de E ˆ E dans K telle que :

1. Pour tout y P E, l’application x., yy : E Ñ K définie par x ÞÑ

xx, yy est linéaire,

2. Pour tout x P E, xx, xy P R`,

3. Pour tout x P E, xx, xy “ 0 ðñ x “ 0,

4. Si K “ R : @x, y P E xx, yy “ xx, yy (Propriété de symétrie).

5. Si K “ C : @x, y P E xy, xy “ xx, yy (Propriété d’antisymétrie).

Le couple E muni d’un produit scalaire sur E est appelé espace
préhilbertien réel (ou complexe).

A présent considère pE, x., .yq un espace de préhilbertien

Théorème 2. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Pour tout x, y P E on
a : |xx, yy|2 ď xx, xyxy, yy

Corollaire 3. Dans E, la relation }x} “ pxx, xyq1{2 définit une
norme sur E.

Corollaire 4. Pour tout y P E, la forme linéaire ϕy “ x., yy est
continue et sa norme dans E˚ est égale à }y}

Proposition 5. (Cas d’égalité) Soient x et y des éléments de E un
espace préhilbertien. Alors |xx, yy| “ }x} }y} si et seulement si x et
y sont liés.

Proposition 6. (Identité du parallélogramme) Soit E un espace

préhilbertien et x, y P E, alors
›

›

x`y
2

›

›

2
`

›

›

x´y
2

›

›

2
“ 1

2
p}x}

2
` }y}

2
q.

Définition 7. Deux éléments x et y dans un espace préhilbertien E
sont orthogonaux lorsque xx, yy “ 0. On note alors x K y. L’ortho-
gonal d’une partie A Ď E est l’ensemble des éléments orthogonaux à
tous les éléments de A et est noté AK. Avec les notations précédentes,
on a AK “

Ş

yPX

Kerpϕyq, ainsi AK est un sous espace vectoriel fermé

de E.

Théorème 8. (Pythagore) Soit E un espace préhilbertien et x, y P E
avec x K y, alors }x ` y}

2
“ }x}

2
` }y}

2. Ce résultat s’étend par
récurrence à un nombre fini de vecteur 2 à 2 orthogonaux.

1.2 Espaces de Hilbert

Définition 9. Un espace préhilbertien complet pour la norme définie
par son produit scalaire est appelé espace de Hilbert.

A présent considère pE, x., .yq un espace de Hilbert

Exemple 10. Tout espace pré-hilbertien de dimension finie est un
espace de Hilbert.

Proposition 11. L’espace pL2pX,A, µq, x., .yq des fonctions à valeur

dans K de carré intégrable, avec xf, gy “
ş

X
fpxqgpxqdµpxq est un

espace de Hilbert.
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2 Théorèmes de projection et conséquences

2.1 Projection sur un convexe fermé

Théorème 12. (Projection sur un convexe fermé) Soit C une
partie fermée, convexe et non vide de E. Alors pour tout x P E,
il existe un unique y P C tel que : }x ´ y} “ dpx,Cq.
Ce point est appelé projeté de x sur C et noté PCpxq, et
possède la propriété caractéristique suivante : @z P C,Repxx ´

PCpxq, z ´ PCpxqyq ď 0

Corollaire 13. Sous les mêmes hypothèses que le théorème
précédent on a : @x1, x2 P E, }PCpx1q ´ PCpx2q} ď }x1 ´ x2}

Proposition 14. Soit F un sous espace vectoriel fermé de E. Alors
PF est un opérateur linéaire de E dans F . Si x P E, alors PF pxq est
l’unique élément y P F tel que : y P F et x ´ y P FK.

Corollaire 15. Pour tout sous espace vectoriel fermé F de E, on
a : E “ F ‘ FK

Corollaire 16. Soit F un sous espace vectoriel de E, alors F “ FKK

2.2 Représentation de Riesz

Théorème 17. (de représentation de Riesz) L’application de
E dans E˚ définie par Φ : y ÞÑ ϕy “ x., yy est une isométrie
surjective. C’est à dire, pour toute forme linéaire continue ϕ
sur E, il existe un unique y P E tel que @x P E, ϕpxq “ xx, yy,
de plus }ϕ} “ }y}.
Cette application Φ est de plus antilinéaire sur C .

Corollaire 18. Tout espace de Hilbert est réflexif. C’est à dire que
l’injection canonique dans son bidual J : x ÞÑ Jpxqpφq “ φpxq est
surjective.

Définition 19. Pour tout T P LpEq il existe un unique T ˚ P LpEq

appelé adjoint de T tel que @x, y P E, xTx, yy “ xx, T ˚yy. De plus il
vérifie ~T ˚~ “ ~T~.

Proposition 20. L’application T ÞÑ T ˚ est une application linéaire
dans le cas réel (antilinéaire dans le cas complexe). Elle vérifie T ˚˚ “

T et pTSq˚ “ S˚T ˚.

3 Bases Hilbertiennes

Définition 21. On appelle base hilbertienne de E toute famille
peiqiPI de E orthonormale (orthogonale et pour tout i P I, }ei} “ 1)

et telle que peiqiPI est totale dans E c’est-à-dire V ectpeiq “ E.

Exemple 22. Dans l’espace de Hilbert ℓ2 la famille penqnPN définie par
en “ δn,k est une base hilbertienne de ℓ2.

Proposition 23. (Bessel) Soit peiqiPI une famille orthonormale de
E, pour tout x P E on a

ř

iPI

|xx, eiy|2 ď }x}
2.

Théorème 24. (Bessel-Parseval) Soit peiqiPI une famille orthonor-
male de E, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. peiqiPI est une base hilbertienne de E,

2. @x P E, }x}
2

“
ř

iPI

|xx, eiy|2,

3. @x, y P E, xx, yy “
ř

iPI

xx, eiyxei, yy.

Théorème 25. Soit peiqiPI une base hilbertienne de E, alors pour
tout x P E on a x “ xx, eiy

iPI

ei.

Proposition 26. (Orthonormalisation de Schmidt) Soit N P N et
pfnq1ďnďN une famille libre de E. Il existe une famille orthonormale
peiq1ďiďN telle que pour tout entier n ă N on ait V ectpe0, . . . , enq “

V ectpf0, . . . , fnq.
Une telle famille se construit par récurrence en posant e0 “

f0
}f0}

puis

pour 0 ď n ď N ´ 1 en posant xn`1 “ fn`1 ´ Pnpfn`1q où Pn est le
projecteur orthogonal sur V ectpf0, . . . , fnq et en`1 “

xn`1

}xn`1}
.

4 Espace L2 et polynômes orthogonaux

On considère pX,A, µq un espace mesuré.

Définition 27. La forme bilinéaire sur L2 définie par xf, gy “
ş

X
fgdµ est un produit scalaire qui confère à L2 une structure d’es-

pace pré-hilbertien.

Remarque 28. La norme associé à ce produit scalaire noté }.}2 est
une norme de L2.

Théorème 29. (Riesz-Fisher) Les espaces Lp sont complets.
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Corollaire 30. En particulier L2 est un Hilbert.

Définition 31. On appelle fonction poids une fonction ρ : I Ñ R
telle que pour tout n P N on a x ÞÑ ρpxqxn intégrable.

Théorème 32. Il existe une unique famille pPnqn de polynômes uni-
taires orthogonaux 2 à 2 tels que degpPnq “ n pour tout n P N.

Exemple 33. Les polynômes de Hermite définis pour ρpxq “

expp´x2q sont Pnpxq “
p´1qn

2n
exppx2q B

Bxn pexpp´x2qq.

Lemme 34. On suppose que pour tout n P N les x ÞÑ xn sont
intégrables pour ρ et soit pPnqn famille des polygones orthogonaux
associés à ρ. Alors pour tout n P N on a x ÞÑ xn P L2. En particu-
lier l’algorithme de Gram-Schmidt a du sens et les pPnqn sont bien
définis.

Application 35. Soit pPnqn la suite des polynômes orthogonaux as-
sociés à ρ et on suppose qu’il existe α ą 0 tel que

ş

I
eα|x|ρpxqdx ă

`8. Alors pPnqn est une base hilbertienne de L2 pour la norme }.}2.

5 Fonctions strictement monotones

Définition 36. Une fonction f : E Ñ E est dite strictement mo-
notone lorsqu’il existe k P R˚

` tel que pour tout x, y P E on a

xfpxq ´ fpyq, x ´ yy ě k }x ´ y}
2.

Proposition 37. Soit f P C1pE,Eq alors f est strictement
monotone si et seulement si pour tout x P E, pour tout h P E
on a xdfxphq, hy ě k }h}

2.

Proposition 38. Si f P C1pE,Eq est strictement monotone,
alors f est un C1 difféomorphisme.

DEV 1 : Projection convexe fermé 12,13 et 17
DEV 2 : Fonction strictement monotone 37 et 38

Références

[FH99] Gilles LACOMBE Francis HIRSH : Éléments d’analyse
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RAPPORT DU JURY :

La théorie des espaces de Hilbert est riche. Les propriétés
algébriques fondamentales, l’utilisation de la complétude et la
projection orthogonale sur les convexes fermés (en particulier les
sous-espaces vectoriels fermés) doivent être bien comprises. L’ana-
lyse de Fourier, sur le cercle où la droite réelle, est évidemment
une illustration fondamentale des résultats de cette leçon. Le jury
a noté que la théorie L2 des séries de Fourier n’était pas souvent
mâıtrisée. Les concepts de famille orthonormée et de base hilber-
tienne constituent une source abondante d’applications. Le fait
que les polynômes constituent une base hilbertienne de l’espace
des fonctions de carré intégrable relativement à certains poids
est présenté quasi systématiquement en développement. Peut-être
faudrait-il songer à trouver d’autres sources d’inspiration, d’autant
que la preuve et en déduire une base hilbertienne de L2pRq ne sont
pas parfaitement compris.

Les candidates et candidats solides peuvent s’intéresser aux pro-
priétés spectrales des opérateurs autoadjoints compacts d’un espace
de Hilbert, à la minimisation de fonctionnelles convexes et coercives
sur un espace de Hilbert, ou encore au théorème de Paley-Wiener
qui caractérise les fonctions de L2pRq dont la transformée de Fou-
rier est à support compact, ou encore au théorème d’échantillonnage
de Shannon.
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