Lecon 204 : Connexité. Exemples et applications

Dans cette legon, (E,d) est un espace métrique quelconque.

1 Espaces connexes

1.1 Caractérisations

Proposition 1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Il n’existe pas U et V' ouverts non vide disjointes telles que E =

UuV.

2. Il n’existe pas U etV fermés non vide disjointes telles que E =
UuV.

3. Les seuls ensembles ouvert-fermé de E sont E et (.

Définition 2. Si E vérifie l'une des propriétés ci-dessus il est dit
connexe.

Ezemple 3. L’ensemble R est connexe, plus généralement pour tout
n € N* I'espace R" est connexe.
Tout espace muni de la distance grossiere est connexe.

Définition 4. Une partie A ¢ E est connexe, si elle est connexe
pour la distance induite par celle de E.

Proposition 5. Soit A, B c E, si A conneze et A < B c A alors
B est conneze.

Corollaire 6. L’adhérence d’une partie connexe est conneze.

Théoréme 7. — Soit (A;)ic; une famille de partie connexe de E.
Si pour touti # j €l ona A;nAj # &, alors | JA; est conneze.
el
En particulier si (A; # & alors | JA; est conneze.
el el
— Si (Ap)nen une suite de parties connezxes de E telles que pour

tout n € N on ait A, n A1 # O alors A, est connezxe.
n=0

Théoreme 8. Soient E et F' des espaces métriques avec E conneze
et f: E— F continue, alors f(FE) est connexe.

Corollaire 9. Si X etY sont homéomorphes et X connexe alorsY
est connexe.

Théoreme 10. Soit (A;)icr une famille d’espaces métriques non

vide, alors lespace produit | [A; est connexe si et seulement si pour
i€l

tout i € I, A; est conneze.

Proposition 11. Un espace vectoriel de dimension finie est connexe

par arc donc conneze.

1.2 Composantes connexes

Définition 12. La relation xRy <= 3C connexe tel que xz €
C ety e C, est une relation d’équivalence. Pour = € E la classe
d’équivalence C), est la réunion des connexes contenant x.

Proposition 13. Les composantes connexes de E sont des parties
fermées et connexes de F.

Proposition 14. Les composantes connexes de E forment une par-
tition de E. Ainsi E est connexe si et seulement si il ne posséde
qu’une seule composante connezxe.

Proposition 15. Si les composantes connexes de E sont en nombre
fini alors se sont des ouverts.

Ezxemple 16.

1.3 Connexité par arc

Définition 17. Soit x,y € E on appelle chemin reliant z a y toute
application continue ¢ : [0,1] — E telle que p(0) = x et p(1) = v.

Définition 18. On dit que E est connexe par arc lorsque pour tout
x,y € F il existe un chemin reliant x a y.



Proposition 19. Pour toute partie A ¢ E, si A est connexe par arc
alors A est connexe.

Remarque 20. La réciproque est généralement fausse. Par exemple
dans R? on considere £ = {(0,y); -1 < y < 1} u {(z,sin(2));z €
10, 1]} est connexe mais pas connexe par arc.

Proposition 21. Soit n > 2 et B < R" une partie au plus
dénombrable, alors R™\B est connexe par arc.

Corollaire 22. Pour tout n > 2 les espaces R™ et R ne sont pas
homéomorphes.

2 Applications

2.1 Cas réel
Théoreme 23. Les parties connexe de R sont les intervalles de R .

Théoreme 24. (Valeurs intermédiaires) Soit I un intervalle de R et
f 1 — R continue, alors f(I) est un intervalle.

Théoréme 25. (Darbouz) Soit f : R — R une application dérivable
sur R et I intervalle ouvert non vide, alors f'(I) est un intervalle de

R.

Remarque 26. Un ensemble dense dans un espace connexe ne peut
pas étre connexe. Par exemple Q qui n’est pas connexe mais est dense
dans R connexe.

2.2 Calcul différentiel
Soit U ouvert de R" et f: U — R” différentiable.

Proposition 27. Soient E et F' des evn de dimension finies et
U et U ouvert connexe de E. Si f : U — F est différentiable de
différentielle nulle alors f est constante.

Théoréme 28. (Cauchy-Lipschitz local) Soient U < R x R" et
f U — R"™ continue et localement lipschitzienne par rapport a
la seconde variable. Pour tout (to,yo) € U il existe « > 0 tel que
le probléme de Cauchy associé ait une unique solution définie sur
[to — a,to + .

Corollaire 29. Sous les hypotheses du théoréme précédent, si (u, 1)
et (v,J) sont des solutions de v’ = f(t,u) telles qu’il existetye Jn I
tel que u(ty) = v(to) alors u=wv sur I nJ.

Théoréme 30. (Cauchy-Lipschitz global) Soient U < R x R™ ouvert
et f:U — R" fonction continue vérifiant les hypothéses de Cauchy
Lipschitz local. Alors pour tout (to,yo) € E, le probléme de Cauchy
associé admet une unique solution mazimale.

Théoréme 31. (Inversion locale) Soient E et I espaces de Banach,
U owvert de E et f : U — F de classe Ct. On suppose qu’il existe
a € U tel que df, isomorphisme bicontinu de E sur F'. Alors il existe
un voisinage ouvert V de a et W woisinage ouvert de f(a) tel que :

1. la restriction fjy est une bijection de V' sur W.
2. L’application inverse g est continue.
3. g est de classe C' et pour tout x € V on a dgsy = df; "

Corollaire 32. (Application ouverte) Soient E et ' de Ba-
nach, U ouvert de E et f : U — F de classe C' telle que pour
tout x € U, df, est inversible et bicontinue. Alors f est une
application ouverte (I'image d’un ouvert est ouvert).

Corollaire 33. (Inversion globale) Soit f : U — R™ injective de
classe C*. Alors pour tout x € U df, est inversible si et seulement si
f(U) ouvert et f est un C* difféomorphisme de U sur V.

Soit (E,{.,.y) un espace euclidien.

Définition 34. Une application f : E — FE est dite strictement
monotone s’il existe k£ > 0 tel que : Y,y € E,{f(z) — f(y),x —y) =

2
ke —yl™

Proposition 35. Soit f : E — E de classe C', f est stricte-
ment monotone si et seulement siVx, h e E,{df,(h),h) = |h|>.

Proposition 36. Si f : E — E est de classe C! et strictement
monotone alors f est un C* difféomorphisme de E sur E.

2.3 Groupe linéaire[ROM17|

Définition 37. Pour 1 < ¢ < n la matrice de dilatation est de la
forme D;(A\) = I, + (1 — A\)Ej;. Pour 1 < i # j < n la matrice de
transvection est de la forme T;;(\) = I,, + AE;;.

Théoreme 38. Toute matrice A € GL,(K) s’écrit A =
[T1PD.(N]1Q; ot Pr,..., P et Q1,...,Qs sont des matrices de
k=1 j=1

transvection et A = det(A).



Corollaire 39. Les groupes SL,(R) et SL,(C) sont connexes par
are.

Théoréme 40. Le groupe GL,,(C) est dense dans M,,(C), ou-
vert et connexe par arc.

Corollaire 41. Les ensembles GL} (R) et GL, (R) sont connezes
par arc et sont les composantes connezes de GL,(R).

DEV 1 : GLn(C) Dense ouvert connexe
DEV 2 : Fonctions strictement monotone et
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RAPPORT DU JURY :

Dans cette lecon, une fois les propriétés élémentaires présentées,
il convient de mettre en évidence a travers un choix judicieux, non
nécessairement exhaustif, d’applications le fait que la connexité for-
malise I'idée d’espace d’'un seul tenant, que la connexité par arcs
permet d’illustrer géométriquement. Du point de vue opérationnel,
les deux idées maitresses sont la préservation de la connexité par
image continue, et 1'utilisation de la connexité pour passer du local
au global. La seconde est abondamment illustrée dans le domaine du
calcul différentiel, des équations différentielles non linéaires (passage
d’une unicité locale a une unicité globale), des fonctions holomorphes
(principe du prolongement analytique ou du maximum). En cas de
non-connexité, la notion pertinente est celle de composante connexe,
dont une premiere application est la structure des ouverts de R, et

leur mesure. Les exemples issus de ’algebre linéaire sont bien en-
tendu les bienvenus, a condition de ne pas trop détourner la legon...
Pour les candidates et candidats solides, de bons prolongements sont
le théoreme de Runge, I'ensemble triadique de Cantor comme pro-
totype d’espace métrique compact, parfait et totalement discontinu,
la notion de simple connexité.
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