
Leçon 201: Espaces de fonctions. Exemples et applications

On se place dans le cas où K “ R ou K “ C, pE, dq et pF, d1q sont
des espaces métriques et X un ensemble.

1 Fonctions continues

1.1 Généralités et convergence[GOU20][FH99]

Définition 1. Une application f : E Ñ F est continue en a P E
lorsque : @ε ą 0, Dη ą 0, @x P E, dpx, aq ă η ùñ d1pfpxq, fpaqq ă ε

Définition 2. Une application f : E Ñ F est uniformément conti-
nue sur E lorsque : @ε ą 0, Dη ą 0,@px, yq P E2, dpx, yq ă η ùñ

d1pfpxq, fpyqq ă ε.

Proposition 3. L’espace C0pE,Kq des fonctions continues de E
dans K est un K espace vectoriel.

Proposition 4. Si f est uniformément continue sur E alors f est
continue sur E.

Remarque 5. La réciproque est fausse, par exemple x ÞÑ x2 est conti-
nue sur R mais pas uniformément continue.

Définition 6. Soit pfnqnPN une suite de fonction de X dans E et
f : X Ñ E alors on dit :

— pfnqnPN converge simplement (cvs) vers f sur X lorsque : @x P

X, @ε ą 0, DN P N, @n ě N, dpfnpxq, fpxqq ă ε.

— pfnqnPN converge uniformément (cvu) vers f sur X lorsque : @ε ą

0, DN P N,@n ě N,@x P X, dpfnpxq, fpxqq ă ε.

Proposition 7. Si pfnqnPN cvu vers f sur X alors pfnqnPN cvs vers
f .

Remarque 8. La réciproque est fausse par exemple avec fn : r0, 1rÑ

R ; x ÞÑ xn cvs vers la fonction nulle. Mais pour tout n P N il existe
x‘ P r0, 1r tel que xn ě 1{2 donc pas de cvu sur r0, 1r mais sur r0, 1{2r

oui.

Théorème 9. Soit pfnqnPN suite de fonction continues sur E à va-
leur dans F qui cvu vers f : E Ñ F alors f est continue sur E.

1.2 Fonctions continues sur un compact

On pose CpXq “ tf : X Ñ R continuesu

Proposition 10. Soit f : E Ñ F continue et E compact alors fpEq

compact de F .

Remarque 11. C’est faux avec la pré-image par exemple f “ sin on
a f´1pr´1, 1sq “ R.

Proposition 12. Soit I Ă R compact et f : I Ñ R, alors f est
bornée et atteint ses bornes.

Théorème 13. (Heine) Si f : E Ñ F continue sur E compact alors
f est uniformément continue sur E.

Théorème 14. (Dini 1) Soit pfnqnPN une suite croissante de fonc-
tions de I Ă R un intervalle dans R . Si pfnqnPN converge simplement
vers f : I Ñ R continue alors la convergence est uniforme.

Théorème 15. (Dini 2) Soit pfnqnPN suite de fonctions croissantes
et continues de I Ă R un intervalle dans R . Si pfnqnPN converge
simplement vers f : I Ñ R alors la convergence est uniforme.

Exemple 16. Sur r´1, 1s la suite de RrXs définie par P0 “ 0 et @n P

N, Pn`1pxq “ Pnpxq` 1
2
px2´Pnpxq2q vérifie 0 ď pnpxq ď pn`1pxq ď |x|

et converge uniformément vers |x| par Dini.

1.3 Densité de familles de fonctions[FH99]

Dans cette partie X est un espace compact.

Définition 17. Une partie H Ă CpXq est dite séparante lorsque
pour tout px, yq P X2 avec x ‰ y, il existe h P H tel que hpxq ‰ hpyq.
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Définition 18. Une partie H Ă CpXq est dite réticulée lorsque pour
tout pf, gq P H2, les fonctions suppf, gq : x ÞÑ maxpfpxq, gpxqq et
infpf, gq : x ÞÑ minpfpxq, gpxqq sont des éléments de H.

Lemme 19. On suppose que X possède au moins 2 éléments.
Soit H Ă CpXq vérifiant les conditions :

1. H est réticulée,

2. Soient x, y P X avec x ‰ y et α, β P R, il existe u P H tel
que upxq “ α et upyq “ β.

Alors H est dense dans CpXq.

Théorème 20. Si H est un sous espace vectoriel de CpXq

réticulé, séparant et contenant les fonctions constantes, alors
H est dense dans CpXq.

Exemple 21. L’ensemble des fonction lipschitzienne de X dans R est
dense dans CpXq.

Théorème 22. (Stone-Weierstrass réel) Toute sous algèbre
de CpXq séparante et contenant les constantes est dense dans
CpXq.

Exemple 23. X Ă Rd compact et H “ tx ÞÑ P pxq, P P

RrX1, . . . , Xdsu est dense dans CpXq.

Remarque 24. Le cas où d “ 1 et X “ ra, bs est connu comme le
théorème de Weierstrass.

Remarque 25. Pour la version complexe du théorème il faut ajouter
l’hypothèse de contenir la conjugaison aux précédentes pour avoir la
densité.

2 Espaces Lp

2.1 Généralités [MB12]

Soit pX,A, µq un espace mesuré.

Définition 26. Pour p ą 0 on note Lp l’ensemble des fonctions
mesurables de X dans R telles que

ş

X
|f |pdµ ă 8. On note alors

}f}p “ p
ş

X
|f |pdµq1{p.

Pour p “ 8, L8 est l’ensemble des fonctions mesurables de sup
essentiel borné et on note }.}

8
ce sup essentiel.

Proposition 27. Pour tout p ą 0, l’espace Lp est un K espace vec-
toriel.

Proposition 28. Si µpXq ă 8 et 0 ă p ď q, alors Lq Ă Lp.

Théorème 29. (Hölder) Soient p, q ě 1 avec 1
p

` 1
q

“ 1, f P Lp

et g P Lq. Alors fg P L1 et }fg}1 ď }f}p }g}q. Avec égalité si et

seulement si il existe α, β ą 0 tels que α|f |p “ β|g|q.

Remarque 30. C’est aussi vrai pour p “ 1 et q “ 8.

Théorème 31. (Minkowski) Pour p P r1,8r, pour tout f, g P Lp on
a }f ` g}p ď }f}p ` }g}p. Avec égalité quand p ą 1 si et seulement
si f “ O µ-presque partout ou bien il existe α ě 0 tel que g “ αf .
Si p “ 1 l’égalité à lieu si et seulement si fg ě 0.

Définition 32. On pose Lp le quotient de Lp par tv P Lp| }v}p “ 0u

pour p P r1,8s. En fait c’est la relation d’équivalence f „ g ðñ

f “ g µpp.

Proposition 33. L’espace pLp, }.}pq est un K espace vectoriel
normé.

Théorème 34. (Minkowski généralisé) Soit fn : X Ñ R une suite

de fonction positives. Alors pour tout p P r1,8r on a

›

›

›

›

ř

ně0

fn

›

›

›

›

p

ď

ř

ně0

}fn}p ă 8.

Théorème 35. (Riesz-Fisher) Pour p P r1,8s l’espace
pLp, }.}pq est un espace vectoriel normé complet.

Corollaire 36. L’espace L2 muni du produit scalaire xf, gy “
ş

X
fgdµ est un espace de Hilbert.

2.2 Densité dans les Lp

On note C8
K pRq “ tf P C8pRq|f à support compactu

Proposition 37. Pour tout p P r1,8r, l’ensemble des fonctions
étagées intégrables est dense dans LppRq.

Proposition 38. Dans pR,BpRq, λq, pour tout p P r1,8r, l’ensemble
des fonctions continues à support compact est dense dans Lp.
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Définition 39. Deux fonctions f, g : R Ñ R sont convolables lorsque
pour tout x P R, la fonction t ÞÑ fptqgpx´tq est intégrable. On définit
alors le produit de convolution de f par g par : @x P R, f ˚ gpxq “
ş

R fptqgpx ´ tqdt.

Proposition 40. La convolution vérifie les propriétés suivantes :

1. Lorsqu’il existe f ˚ gpxq “ g ˚ fpxq et |f ˚ gpxq| ď |f | ˚ |g|pxq.

2. Pour f, g P L1pRq, alors f ˚ g P L1pRq et }f ˚ g}1 ď }f}1 }g}1.

Proposition 41. Soient p, q P r1,8s tels que 1{p ` 1{q “ 1 et
soient f P LppRq et g P LqpRq. Alors f ˚ g est bien définie sur R ,
uniformément continue et f ˚ g P L8pRq avec }f ˚ g}

8
ď }f}p }g}q.

Théorème 42. Soient f, g P L1pRq alors f ˚ g est définie presque
partout et f ˚ g P L1pRq avec }f ˚ g}1 ď }f}1 }g} 1.

Remarque 43. Le K espace vectoriel pL1pRq,`, ¨q muni de la convo-
lution ˚ est une K algèbre commutative sans unité.

Théorème 44. Soit f P L1pRq et g P LppRq avec p P r1?8s, alors
f ˚ g P LppRq et }f ˚ g}p ď }f}1 }g} p.

Définition 45. Une suite pαnqnPN de L1pRdq est une approximation
de l’unité lorsqu’elle vérifie :

1. Pour tout n P N˚ ,
ş

Rd αndλd “ 1,

2. sup
ně1

ş

Rd|αn|dλd ă 8,

3. Pour tout ε ą 0, lim
nÑ8

ş

|x|ąε
|αn|dλd “ 0.

Exemple 46. — Noyau de Laplace sur R : @t ą 0, αtpxq “ 1
2t
e´|x|{t,

— Noyau de Cauchy sur R : @t ą 0, αtpxq “ t
πpt2`x2q

,

— Noyau de Gauss sur Rd : @t ą 0, αtpxq “ 1
p
?
4πtqd

e´
|x|2

4t2 .

Théorème 47. Soit pαnqn une approximation de l’unité. Soit p P

r1,8r et f P LppRq, alors ; @n ě 1, f ˚ αn P LppRq et f ˚ αn

}.}p
ÝÑ
nÑ8

f .

Définition 48. Une suite pαnqn est dite régularisante lorsque c’est
une approximation de l’unité et pour tout n ě 1, αn P C8

K pRdq.

Théorème 49. L’espace C8
K pRdq est dense dans CKpRdq et dense

dans tous les LppRdq.

DEV 1 : Stone Weierstrass 19,20 et 22
DEV 2 : Riesz Fisher 35
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RAPPORT DU JURY :

Sans sortir du programme, il y a au moins deux thèmes très riches
pour nourrir le plan : espaces de fonctions continues sur un compact,
espaces Lp sur le cercle ou sur la droite réelle. Sur le premier sujet,
le jury attend une bonne familiarité avec la convergence uniforme et
son utilisation pour justifier des régularités. Le théorème de Stone-
Weierstrass est évidemment incontournable, dans ses différentes ver-
sions, constructives ou non. La complétude peut également être
exploitée, par exemple en lien avec les équations différentielles ou
intégrales. Sur le second, la convolution et ses applications, ainsi que
l’analyse de Fourier fournissent un large terrain d’exploration.
Plusieurs prolongements s’offrent aux candidates et candidats so-
lides : théorème de Baire et ses innombrables applications, espaces
de fonctions holomorphes (théorème de Montel et ses applications,
espaces de Hardy, etc.), espaces de fonctions régulières (fonctions
lipschitziennes, Ck, classe de Schwartz), algèbres de Banach de fonc-
tions (algèbre de convolution L1pRq, algèbre du disque, algèbre de
Wiener des séries de Fourier absolument convergentes, etc.), étude
des parties compactes de CpKq ( K compact) voire de Lp.
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