Lecon 157 : Matrices symétriques réelles. Matrices Hermitiennes.

Dans cette legon on considére K = R ou K = C. Pour A € M,,(K)
on pose A* = 'A. Pour E un K -ev de dimension n on note B =
(é1,...,e,) une base.

1 Généralités

1.1 Définitions et propriétés

Définition 1. Pour n € N* on définit les ensembles suivant :
1. §,(K) = {Ae M,(K) | YA = A} les matrices symétriques.
2. A, (K) = {Ae M,(K)|'A = —A} les matrices antisymétriques.
3. Ha(C) = {Ae M,(C) | *'A = A} les matrices hermitiennes.

Proposition 2. On a S,,(K)®A,(K) = M, (K) et S,(R)®iA,(R) =
H,.(C). De plus on a dim(S,) = 2 et dim(A4,) = 2=l
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Corollaire 3. H,(C) est un sev du R ev M,,(C) de dimension n*
mais ce n'est pas un C sev.

Exemple 4.

1.2 Théoreme spectral

Lemme 5. Les valeurs propres d’une matrice symétrique réelle A
sont toutes réelles.

Lemme 6. Pour n = 2. Si A\, u sont des valeurs propres distinctes
de A symétrique, alors les sous espaces propres Ey et I, sont ortho-
gonauz.

Théoréme 7. (Spectral) Toute matrice symétrique est diagonali-
sable dans une base orthonormée, c’est-a-dire qu’il existe P € O, (R)
telle que 'PAP est diagonale.

Théoreme 8. Soit (A;)ic; une famille de matrices symétriques
réelles. Ces matrices sont simultanément diagonalisables dans une
base orthonormée si et seulement si les matrices A; commutent 2 a

2.

Théoréme 9. Si A est symétrique positive, alors il existe une unique
matrice B € S (R) telle que A = B2

Lemme 10. Si A est symétrique alors sa norme induite par le pro-
duit scalaire euclidien est |A| = p(A) son rayon spectral.

Théoréme 11. Pour toute matrice A € M,(R), on a |A| =

VIPAA] = /p(PAA).

Théoreme 12. L’exponentielle est un homéomorphisme de
Sn(R) — §77(R).

Théoreme 13. L’exponentielle est un homéomorphisme de

Hn(C) — H, " (C).

1.3 Endomorphismes

On considere (E,<.,.)) un espace euclidien.

Proposition 14. Pour tout endomorphisme u € L(FE) il existe un
unique endomorphisme u* appelé adjoint de u tel que pour tout x,y €

E on ait (u(x),y)y = {x,u*(y)).

Définition 15. Un endomorphisme u € L(FE) est symétrique noté
u € S(F) (ou auto-adjoint) lorsque u* = wu c’est-a-dire Vr,y €

E, <u(l‘)7 y> = <‘T’ u<y)>

Théoréme 16. Un endomorphisme u € L(E) est syméltrique si et
seulement si sa matrice dans une base orthonormée est symétrique.



Définition 17. Une matrice (endomorphisme) symétrique A €
S.(R) (u € S(F)) est dit positive (resp défini positive) lorsque
pour tout z € R"™ il vérifie (Az,z) > 0 (resp pour tout = €
R™\{0}, (Az,z) > 0). On note ces ensembles S;" (R) et S;F*(R) .

Théoréme 18. Soit A€ S,(R). Ona Ae S (R) (resp Ae SFH(R))
si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives (resp stric-
tement positives).

1.4 Formes bilinéaires

Définition 19. Soient £ un R ev de dimension finie, une appli-
cation ¢ : E x E — R est une forme bilinéaire symétrique (resp
antisymétrique) sur E lorsque ¢ est linéaire pour la premiere va-
riable et pour la deuxi¢me variable et pour tout (x,y) € E? on a

o(z,y) = ¢y, ) (resp p(y,x) = —p(z,y).

Proposition 20. Soit B une base de E, une forme bilinéaire ¢ sur
E est symétrique (resp antisymétrique) si et seulement si sa matrice
dans la base B est symétrique (resp antisymétrique). On a alors pour
tout x,y € E en écrivant X,Y € R" les vecteurs coordonnées dans la
base B, l’égalité o(x,y) ="' XMY .

Définition 21. Une forme sesquilinéaire ¢ : E? — C sur un C -ev
E est a symétrie hermitienne lorsque ¢ est linéaire pour la premiere
variable et antilinéaire pour la seconde et pour tout (z,y) € E? vérifie

p(r,y) = ¢y, ).

Proposition 22. Soit B une base de E, une forme sesquilinéaire
w sur E est a symétrie hermitienne si et seulement si sa matrice
dans la base B est hermitienne. On a alors pour tout x,y € E en
écrivant X, Y € R™ les vecteurs coordonnées dans la base B, l’égalité
plz,y) = "XMY.

Théoréme 23. (Changement de base) Pour E un K -ev de dimen-
sion finie, soient B et B deuz bases de E et P la matrice de change-
ment de base. Si @ est une forme bilinéaire (resp sesquilinéaire) sur
E, dont la matrice dans la base B et M et M' dans la base B'. Alors
on a M' ='PMP (resp M' ='PMP) on dit que les matrices sont
congruentes.

2 Réduction et décomposition

2.1 Reéduction de Gauss et Sylvester

Définition 24. Une forme quadratique sur E (resp hermitienne)
est une application ¢ : F — R ; 2 — @(z,z) ol ¢ est une forme
bilinéaire symétrique (resp sesquilinéaire a symétrie hermitienne),
appelée forme polaire de q.

Proposition 25. 1. La forme polaire de q quadratique se retrouve
grace a la formule : p(z,y) = 3(q(z +y) — q(z) — q(y))-
2. La forme polaire de q hermitienne se retrouve grace a la formule :
p(z,y) = 1la(z +y) — gz —y) +ig(z — iy) —ig(z + iy)).
Définition 26. Le rang d'une forme quadratique ¢ est le rang de sa
forme polaire, c’est donc le rang de la matrice de ¢ dans une base

de E.

Exemple 27. 1. Dans R3 la forme quadratique ¢(z,y,z2) = 32% +
y? + 22y — 322 a pour matrice dans la base canonique A =

3 1 3

1 1 0
3

-2 0 0

2. Sur C? la forme hermitienne ¢(x,y) = T — 27y + 3y + 3yT a
3
pour matrice dans la base canonique < 3 _22>
2

Définition 28. Une base B = (ey,...,e,) de E est dite ¢-
orthogonale lorsque pour tout i # j € {1,...,n} on a p(e;,e;) = 0.

Théoreme 29. Si E est de dimension finie alors il existe une base
q-orthogonale de E.

Corollaire 30. Soit A € M, (K) telle que A* = A. Il existe P €
GL,(K) telle que P*AP soit diagonale.

Théoreme 31. La décomposition de Gauss.

Théoréme 32. (Sylvester) Soit ¢ une forme quadratique, il eziste
un unique couple (p,q) € N? et fi,..., forqg € E* linéairement

1=p+

Le couple (p,q) est appelé signature de ¢ et ne dépend pas du choizx
des fi;, de plus rg(¢) =p+q.

p p+q
indépendantes avec p + q < n tels que : ¢ = D.|fil> = > |fil*
i=1 1



Ezemple 33. ¢(x,y,z,t) = ay+yz + 2zt +te = (v + 2)(y + 1) =
He+y+z+t)2—(z+2—y—1)?
La signature est (1, 1) et donc le rang de ¢ est 2.

2.2 Décomposition polaire

Théoréme 34. Toute matrice A € GL,(R) se décompose de maniere
unique A = QS avec Q€ O,(R) et S e S (R).

Lemme 35. L’ensemble O, (R) est compact dans M, (R).

Théoreme 36. Toute matrice A € M, (R) peut s’écrire A = QS
avec Q € O,(R) et S e ST+ (R).

Théoréme 37. L’application (2,5) € O,(R) x SFH(R) — QS €
GL,(R) est un homéomorphisme.

2.3 Décomposition de Choleski

Définition 38. Les sous matrices principales de (ai;)i<ij<n €
M, (K) sont les matrices Ay = (ai;)1<ij<k pour k entre 1 et n et
les mineurs principaux sont les Ay, = det(Ag)

Théoreme 39. (Sylvester) Une matrice symétrique est définie
positive si et seulement st tous ses mineurs principauxr sont
strictement positifs.

Corollaire 40. L’ensemble S;F*(R) est un ouvert de S,(R).

Lemme 41. Une matrice A € GL,(K) admet une décomposition
A = LU ou L matrice triangulaire inférieure a diagonale unité
et U wune triangulaire supérieure, si et seulement si tous les
déterminants principauzr de A sont non nuls. Lorsqu’elle existe une
telle décomposition est unique.

Théoréme 42. (Choleski) Une matrice réelle A est
symétrique définie positive si et seulement si il existe une ma-
trice B triangulaire inférieure et inversible telle que A = B'B.
De plus cette décomposition est unique si [’on impose que les
coefficients diagonaux de B soient positifs.

FExemple 43. Pour A = (2 5

1)

1 2) la matrice de Choleski est B =

Dev 1:exp: S, — St est un homéomorphisme
Dev 2 : Sylvester et Choleski [39] et
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RAPPORT DU JURY :

Le théoreme spectral est indispensable dans cette lecon. Une
place importante mérite d’étre faite au cas particulier des ma-
trices symétriques positives et définies positives; les candidates et
candidats doivent connaitre leurs propriétés fondamentales, leur
role, et la structure de leur ensemble. La notion de signature
pourra étre présentée en montrant comment elle détermine la
classe de congruence d'une matrice symétrique réelle. L’action du
groupe linéaire et du groupe orthogonal sur 'espace des matrices
symétriques peut donner un cadre naturel a cette lecon. Le lien avec
les formes quadratiques et les formes hermitiennes est incontour-
nable. L’orthogonalisation simultanée est un résultat important de
cette legon. Il faut en connaitre les applications géométriques aux
quadriques.

Les candidates et candidats maitrisant ces notions pourront illus-
trer la legon en évoquant le cas des matrices de covariance de vec-
teurs aléatoires et discuter les conditions en assurant le caractere
inversible, la décomposition de Cholesky, qui a de nombreuses ap-
plications pour le calcul scientifique (en lien avec la résolution de
systémes linéaires ou de problémes de moindres carrés) ou en proba-
bilités (construction d'un vecteur gaussien de matrice de covariance
donnée a partir d'un vecteur gaussien de matrice de covariance iden-
tité), ou la décomposition en valeurs singulieres d’une matrice (par-
ticulierement importante pour le traitement massif de données).
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