
Leçon 156 : Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

On considère K un corps commutatif quelconque, E un K -espace
vectoriel, u un endomorphisme de E.

1 Endomorphismes trigonalisables

1.1 Rappels sur les polynômes d’endomorphismes

Définition 1. On dit que λ P K est une valeur propre de u lorsque
kerpu ´ λIdq n’est pas réduit à t0Ku. L’ensemble des valeurs propre
est appelé spectre de u et noté Sppuq

Définition 2. Un vecteur propre de u associé à la valeur propre λ
est un vecteur x P E tel que upxq “ λx.

Définition 3. Le sous espace propre de u associé à la valeur propre
λ est le sous espace Eλpuq “ Eλ “ kerpu´ λIdq. La dimension de ce
sous espace propre est notémgpλq est appelé multiplicité géométrique
de λ.

Proposition 4. Une famille de vecteurs propres associés à des va-
leurs propres différentes deux à deux distinctes est libre.

Exemple 5. Le résultat est vrai même en dimension infinie, par
exemple pour tout a P R, la fonction fa : x ÞÑ eax est un vecteur
propre de l’opérateur de dérivation dans C8pRq. Ainsi pour tous réels
deux à deux distincts la famille pfa1 , . . . , fanq est libre.

Corollaire 6. Un endomorphisme de d’un espace vectoriel de di-
mension n admet au plus n valeurs propres distinctes.

Définition 7. Le polynôme caractéristique de u est χupXq “

detpXIn ´ uq. Il ne dépend pas de la base de E choisie.

Proposition 8. Soit F un sous espace de E stable par u. Alors le
polynôme caractéristique χuF

pXq de l’endomorphisme induit divise
χupXq.

Proposition 9. Les racines de χupXq sont exactement les valeurs
propres de u.

Définition 10. On appelle multiplicité algébrique d’une valeur
propre λ, notée mapλq la multiplicité de la valeur propre dans χupXq.

Théorème 11. (Lemme des noyaux) Soit pP1, . . . PNq une famille
de polynômes deux à deux premiers entre eux, alors :

kerpP1 . . . PNqpuq “

N
à

k“1

kerpPkpuqq

De plus les projecteurs de kerpP1 . . . PNqpuq sur l’un de ces sous es-
paces parallèlement aux autres sont des polynômes en u.

Théorème 12. (Cayley-Hamilton) Le polynôme caractéristique χu

de u est annulateur de u.

1.2 Trigonalisation

Définition 13. Un endomorphisme u est trigonalisable lorsqu’elle il
existe une base dans laquelle sa matrice est triangulaire. Une matrice
A P MnpKq est trigonalisable lorsqu’elle est semblable à une matrice
triangulaire.

Proposition 14. L’endomorphisme u est trigonalisable sur K , si
et seulement si il admet un polynôme annulateur est scindé sur K .

Définition 15. On appelle drapeau de E un suite croissante de sous
espaces vectoriels t0Eu “ E0 Ă E1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Er Ă E. Il est dit complet
lorsqu’il est formé de n ` 1 sous espaces et que dimpEiq “ i

Théorème 16. u est trigonalisable si et seulement si il existe un
drapeau complet stable par u.

Exemple 17. Pour E “ RnrXs, un drapeau complet est constitué
des Ei “ RirXs. Ainsi un endomorphisme est trigonalisable si il
diminue (au sens large) le degré du polynôme. Ainsi P ÞÑ P 1 et
P pXq ÞÑ P pX ` 1q sont trigonalisables.
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Théorème 18. L’endomorphisme u est trigonalisable sur K , si et
seulement si son polynôme caractéristique (resp minimal) est scindé
sur K .

Corollaire 19. Si K est algébriquement clos, alors tout endomor-
phisme u est trigonalisable.

Corollaire 20. Soit F un sous espace stable par u, si u est trigona-
lisable alors uF est trigonalisable.

Corollaire 21. Si un endomorphisme u (resp matrice A) est tri-
gonalisable, la trace de u (resp de A) est la somme de ses valeurs
propres et le déterminant de u (resp de A) est le produit de ses va-
leurs propres.

Exemple 22. Dans R , la matrice

A “

˜

1 0 0
0 2 cospθq ´2 cospθq

0 2 cospθq ´2 cospθq

¸

n’est pas trigonalisable

1.3 Co-trigonalisation

Définition 23. Une famille d’endomorphisme pu1, . . . , uNq est co-
trigonalisable lorsqu’il existe une base de E dans laquelle chacun des
uk pour k P t1, . . . , Nu admet une matrice triangulaire.

Proposition 24. Soient u1, . . . , uN des endomorphismes qui com-
mutent tous deux à deux entre eux, alors la famille pu1, . . . , uNq est
co-trigonalisable.

2 Endomorphismes nilpotents

Définition 25. Un endomorphisme u est dit nilpotent lorsqu’il
existe q P N˚ tel que uq´1 ‰ 0 et uq “ 0. on dit que q est l’indice de
nilpotence de u

Lemme 26. Si u est nilpotent, alors 0 est valeur propre et Trpuq “

0.

Théorème 27. Pour K algébriquement clos, u est nilpotent si et
seulement si 0 est l’unique valeur propre de u.

Théorème 28. Un endomorphisme u est nilpotent si et seulement
son polynôme caractéristique est Xn.

Corollaire 29. Un endomorphisme u est nilpotent si et seulement
son polynôme minimal est Xq.

Corollaire 30. Si u est nilpotent et F sous espace stable par u alors
uF est nilpotent.

Définition 31. La suite des noyaux itérés est la suite des sous-
espaces vectoriels pkerpuqqqqě0

Proposition 32. — La suite des noyaux itérés est croissante pour
l’inclusion.

— S’il existe un r P N tel que %kerpurq “ kerpur`1 , alors pour
tout q ě r, on a kerpuqq “ kerpurq.

— Si E est de dimension finie, il existe un plus petit entier naturel
r tel que kerpurq “ kerpur`1q. Cet entier est appelé indice de
l’endomorphisme u. On a alors aussi Impuqq “ Impurq pour tout
q ě r, et la décomposition en somme directe kerpurq

À

Impurq “

E.

— Si on note dk la dimension de kerpukq, alors @k ě 0, dk`1 ´dk ě

dk`2´dk`1, autrement dit la suite de la différence des dimensions
entre deux noyaux itérés consécutifs est décroissante.

Théorème 33. (Décomposition de Fitting) Il existe m P N˚ tel que
E “ kerpumq

À

Impumq.

Théorème 34. Si K est de caractéristique nulle, alors u est
nilpotent si et seulement si Trpukq “ 0 pour tout k P t1, . . . , nu.

Proposition 35. Si u est diagonalisable et nilpotent alors u “ 0.

3 Applications

3.1 Décomposition de Dunford

Notation 36. On suppose que le polynôme minimal de u est scindé

µu “
r

ś

k“1

pX´λkqβk où les λk sont les valeurs propres distinctes de u et

βk P N˚, le polynôme caractéristique s’écrit alors χu “
r

ś

k“1

pX ´λkqαk

avec 1 ď βk ď αk pour tout k P t1, . . . , ru.
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Définition 37. Avec ces notations on appelle sous espace ca-
ractéristique de u les sous espaces vectoriels kerpu ´ λkIdqαk avec
k P t1, . . . , ru.

Théorème 38. Soit P pXq “
r

ś

k“1

pX´λkqmk un polynôme annulateur

de u avec mk ě βk, on pose Nk :“ kerpu ´ λkqmk . On a alors :

— E “
p

À

k“1

Nk ;

— Nk “ kerpu ´ λkIdqβk où βk est la multiplicité comme racine de
µu ;

— Nk est stable par u et λk est la seule caleur propre de la restric-
tion de u à Nk ;

— dimpNkq “ αk où αk est la multiplicité comme racine de χu ;

— La restriction de u ´ λkId à Nk est nilpotente d’indice βk.

Théorème 39. (Dunford) Soit u P LpEq avec χu scindé sur
K . Alors il existe un unique couple pd, nq P LpEq2 tel que d soit
diagonalisable, n soit nilpotent, d et n commutent et u “ d`n.
De plus d et n sont des polynômes en u.

Définition 40. La série entière
ř

zk

k!
ayant un rayon de convergence

infini, la série
ř

1
k!
uk est convergente pour tout endomorphisme u P

LpEq. Sa somme est appelée exponentielle de u et notée exppuq “ eu.

Théorème 41. Si u “ d ` n est la décomposition de Dunford de
u, alors celle de eu est donnée par eu “ ed ` edpen ´ Idq avec ed

diagonalisable et edpen ´ Idq nilpotente.

Corollaire 42. Soit u P LpEq tel que χu soit scindé sur K.
Alors u est diagonalisable si et seulement si eu est diagonali-
sable

3.2 Burnside et les nilpotents

Lemme 43. Soient G un sous groupe de GLpEq, F le sous es-
pace vectoriel engendré par G, B “ pu1, . . . , upq une base de F
extraite de G et φ : G Ñ Kp ; u ÞÑ ptrpu ˝ u1q, . . . , trpu ˝ upqq.
Si u, v P G sont tels que φpuq “ φpvq alors l’application
u ˝ v´1 ´ Id est nilpotent.
Si tous les éléments de G sont diagonalisables alors φ est in-
jective.

Théorème 44. (Burnside) Soit G un sous groupe de GLpEq,
on a les équivalences suivantes :

1. G est fini

2. G est d’exposant fini

3. trpGq est fini et tous ses éléments sont diagonalisables.

Dev 1 : Critère de nilpotence et Burnside 34 43 et 44
Dev 2 : DUNFORD 39 42

Références

[GOU21] Xavier GOURDON : Les maths en tête. Algèbre et
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RAPPORT DU JURY :

Il est indispensable de connâıtre les polynômes caractéristiques et
minimaux d’un endomorphisme nilpotent et de savoir justifier son ca-
ractère trigonalisable. Il est bon de savoir expliquer pourquoi l’appli-
cation induite par un endomorphisme trigonalisable (respectivement
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nilpotent) sur un sous-espace stable est encore trigonalisable (respec-
tivement nilpotent). L’utilisation des noyaux itérés est fondamentale
dans cette leçon, par exemple pour déterminer si deux matrices nil-
potentes sont semblables. Il est intéressant de présenter des condi-
tions suffisantes de trigonalisation simultanée ; l’étude des endomor-
phismes cycliques a toute sa place dans cette leçon. L’étude des nil-
potents en dimension 2 débouche naturellement sur des problèmes de
quadriques et l’étude sur un corps fini donne lieu à de jolis problèmes
de dénombrement.
Pour aller plus loin, les candidates et candidats peuvent aussi
présenter la décomposition de Jordan ou la décomposition de Frobe-
nius, ou des caractérisations topologiques des endomorphismes nil-
potents, ou encore des propriétés topologiques de l’ensemble des en-
domorphismes nilpotents.
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