
Leçon 153 : Valeurs propres, vecteurs propres. Calculs exacts ou approchés d’éléments propres.

Applications.

On considère K un corps commutatif quelconque, E un K-espace
vectoriel de dimension n, f un endomorphisme de E.

1 Valeurs propres et vecteurs propres

1.1 Généralités

Définition 1. — Soit α P K, on dit que α est valeur propre de f
lorsque Eα “ kerpf ´ αIdq ‰ t0u.

— On appelle spectre de f noté Sppfq l’ensemble des valeurs
propres de f .

— On appelle rayon spectral le réel ρpfq “ max
λPSppfq

|λ|

— Un élément x P Eα est appelé vecteur de f associé à α et Eα est
appelé sous espace propre de f associé à α.

Théorème 2. Soient λ1, . . . , λk des valeurs propres distinctes de f .
Alors les sous espaces propres Eλ1 , . . . , Eλk

sont en somme directe.

A partir de maintenant on identifie un endomorphisme f à sa
matrice matrice dans la base canonique noté A P MnpKq.

Définition 3. On appelle polynôme caractéristique de a P MnpKq,
le polynôme χApXq “ detpA ´ Inq.

Remarque 4. Le polynôme caractéristique χf pXq de f ne dépend pas
du choix de la base.

Proposition 5. λ P K est valeur propre de f si et seulement si
χf pλq “ 0.

Définition 6. Pour tout vecteur non nul x P E on pose Iu,x “ tP P

KrXs|P puqpxq “ 0u. C’est un idéal de KrXs engendré par µu,x de
degré pu,x. On pose aussi Eu,x “ V ectptukpxq|k P N.

Lemme 7. Eu,x est un sous espace vectoriel de dimension pu,x de E
stable par u. Le polynôme minimal et le polynôme caractéristique de
la restriction de u à Eu,x sont égaux.

Théorème 8. (Cayley-Hamilton) Le polynôme caractéristique χu de
u est annulateur de u.

Corollaire 9. Le polynôme minimal µu divise le polynôme ca-
ractéristique χu donc dimpKrusq “ degpµuq ď n

1.2 Réduction

Définition 10. — Un endomorphisme u est trigonalisable lors-
qu’elle il existe une base dans laquelle sa matrice est triangu-
laire. Une matrice A P MnpKq est trigonalisable lorsqu’elle est
semblable à une matrice triangulaire.

— Un endomorphisme u est diagonalisable lorsqu’elle il existe une
base dans laquelle sa matrice est diagonale. Une matrice A P

MnpKq est diagonalisable lorsqu’elle est semblable à une matrice
diagonale.

Théorème 11. L’endomorphisme u est trigonalisable sur K, si et
seulement si son polynôme caractéristique est scindé sur K.

Corollaire 12. Si un endomorphisme u (resp matrice A) est tri-
gonalisable, la trace de u (resp de A) est la somme de ses valeurs
propres et le déterminant de u (resp de A) est le produit de ses va-
leurs propres.

Proposition 13. Si u possède n valeurs propres distinctes dans K,
alors u est diagonalisable.

Applications 14. Lorsque l’on sait diagonaliser une matrice on peut
calculer facilement ses puissances. Il suffit d’écrire A “ PDP´1 et
dans ce cas on aura Ak “ PDkP´1.
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Théorème 15. (Dunford) Soit u P LpEq avec χu scindé sur
K. Alors il existe un unique couple pd, nq P LpEq2 tel que d soit
diagonalisable, n soit nilpotent, d et n commutent et u “ d`n.
De plus d et n sont des polynômes en u.

Théorème 16. (Spectral) Toute matrice symétrique réelle est dia-
gonalisable dans une base orthonormée et ses valeurs propres sont
toutes réelles.

Définition 17. La série entière
ř

zk

k!
ayant un rayon de convergence

infini, la série
ř

1
k!
uk est convergente pour tout endomorphisme u P

LpEq. Sa somme est appelée exponentielle de u et notée exppuq “ eu.

Théorème 18. Si u “ d ` n est la décomposition de Dunford de
u, alors celle de eu est donnée par eu “ ed ` edpen ´ Idq avec ed

diagonalisable et edpen ´ Idq nilpotente.

Corollaire 19. Soit u P LpEq tel que χu soit scindé sur K.
Alors u est diagonalisable si et seulement si eu est diagonali-
sable

Définition 20. Un endomorphisme u est dit nilpotent lorsqu’il
existe q P N˚ tel que uq´1 ‰ 0 et uq “ 0. on dit que q est l’indice de
nilpotence de u

Lemme 21. Si u est nilpotent, alors 0 est valeur propre et Trpuq “

0.

Théorème 22. Pour Kalgébriquement clos, u est nilpotent si et
seulement si 0 est l’unique valeur propre de u.

Proposition 23. Soit Kde caractéristique nulle. Soit u P

LpEq, u est nilpotente si et seulement si pour tout k P

t1, . . . , nu trpukq “ 0.

Lemme 24. Soient G un sous groupe de GLpEq, F le sous es-
pace vectoriel engendré par G, B “ pu1, . . . , upq une base de F
extraite de G et φ : G Ñ Kp ; u ÞÑ ptrpu ˝ u1q, . . . , trpu ˝ upqq.
Si u, v P G sont tels que φpuq “ φpvq alors l’application
u ˝ v´1 ´ Id est nilpotent.
Si tous les éléments de G sont diagonalisables alors φ est in-
jective.

Théorème 25. (Burnside) Soit G un sous groupe de GLpEq,
on a les équivalences suivantes :

1. G est fini

2. G est d’exposant fini

3. trpGq est fini et tous ses éléments sont diagonalisables.

1.3 Matrices remarquables

Définition 26. Soit P pXq “ Xn `
n´1
ř

k“0

akX
k P KrXs, on appelle ma-

trice compagnon de P la matrice notée Cp “

¨

˚

˚

˚

˝

0 . . . 0 ´a0

1
. . .

... ´a1
...

. . . 0
...

0 . . . 1 ´an´1

˛

‹

‹

‹

‚

.

Théorème 27. Un polynôme unitaire P est polynôme minimal et
polynôme caractéristique de sa matrice compagnon Cp.

Théorème 28. La matrice compagnon Cp est diagonalisable si et
seulement si P est scindé à racine simples. Dans ce cas en notant
λ1, . . . , λn ses valeurs propres on a WCpW

´1 “ diagpλ1, . . . , λnq où

W “

¨

˚

˚

˝

1 λ1 . . . λn´1
1

1 λ2 . . . λn´1
2

...
... . . .

...
1 λn . . . λn´1

n

˛

‹

‹

‚

Définition 29. Une matrice A “ paijq1ďi,jďn P MnpRq est dite
stochastique lorsque tous ses coefficients sont positifs et pour tout
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i P J1, nK,
n
ř

j“1

aij “ 1. On note PnpRq l’ensemble des matrices sto-

chastiques.

Théorème 30. L’ensemble PnpRq est convexe, compact et stable
par produit. Toute matrice stochastique a un rayon spectral de 1 et
ce rayon spectral est la seule valeur propre admettant des vecteurs
propres strictement positifs.

Exemple 31. (Déterminant Circulant) Soient α1, . . . , αn P K,
ω “ e2iπ{n et P “ αnX

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` α2X ` α1 on a alors

det

¨

˚

˚

˝

α1 α2 . . . αn

αn α1 . . . αn´1
... . . . . . .

...
α2 α3 . . . α1

˛

‹

‹

‚

“
n´1
ś

i“0

P pωiq

Applications 32. Soient P “ pz1, . . . , znq un polynôme à n som-
mets et a, b Ps0, 1r tels que a ` b “ 1. La suite vectorielle
définie par P0 “ P et Pk`1 “ papk,1 ` bpk,2, . . . , apk,n ` bpk,1q
où Pk “ ppk,1, . . . , pk,nq converge vers l’isobarycentre de P .

2 Recherche approchée de valeurs propres

2.1 Normes matricielles et convergence

Définition 33. Si pE, }.}q est un EVN, on lui associe une norme

matricielle induite. Pour A P MnpCq on pose }A} “ sup
xPEzt0u

}Ax}

}x}
“

sup
xPE

}x}“1

}Ax}.

On pose aussi pour 1 ď i ď n les valeurs Li “
n
ř

j“1,j‰i

|aij|, L “

max
1ďiďn

tLi ` |aii|u et pour 1 ď j ď n on pose Cj “
n
ř

i“1,i‰j

|aij| et

C “ max
1ďiďn

tCi ` |aii|u.

Théorème 34. (Gerschgörin) Soient A P MnpCq et λ P C une
valeur propre de A. Il existe un indice i P J1, nK tel que |λ ´ aii| ď Li.

Corollaire 35. Pour toute valeur propre λ P C de A, on a |λ| ď

minpL,Cq.

Théorème 36. Pour toute matrice A P MnpCq, on a }A}2 “
a

}A˚A}2 “
a

ρpA˚Aq.

Théorème 37. Soit A P MnpCq on a :

1. Pour toute norme matricielle induite on a ρpAq ď }A}.

2. Pour tout ε ą 0, il existe une norme matricielle induite telle que
}A} ď ρpAq ` ε.

3. ρpAq “ inf
}.}PN

}A} où N est l’ensemble des normes matricielles

induites.

Théorème 38. Soit A P MnpCq, les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. lim
kÑ8

Ak “ 0 ;

2. Pour tout x0 P Cn, la suite pxkqk définie par xk`1 “ Axk

converge vers le vecteur nul ;

3. ρpAq ă 1 ;

4. lim
kÑ8

trpAkq “ 0

2.2 Méthodes itératives

Méthode 39. (de la puissance) On veut calculer la plus petite va-
leur propre simple d’une matrice et un vecteur propre associé. Soit
A P SnpRq dont la plus grande valeur propre est λn. On procède de
la manière suivante :
On prend x0 P Rn tel que }x0} “ 1.
Pour tout k ě 1 on pose yk “ Axk´1 et xk “

yk
}yk}

. Lorsque

}xk ´ xk´1} ă ε généralement ε “ 10´6 on s’arrête et dans ce cas xk

est un vecteur propre de la valeur propre approchée }yk}.

Méthode 40. (de la puissance inverse) On veut calculer la plus grande
valeur propre simple d’une matrice et un vecteur propre associé. Soit
A P SnpRq dont la plus grande valeur propre est λn. On procède de
la manière suivante :
On prend x0 P Rn tel que }x0} “ 1.
Pour tout k ě 1 on résout Ayk “ xk´1 et xk “

yk
}yk}

. Lorsque

}xk ´ xk´1} ă ε généralement ε “ 10´6 on s’arrête et dans ce cas
xk´1 est un vecteur propre de la valeur propre approchée 1

}yk}
.

Remarque 41. Une condition suffisante pour que ces méthodes
convergent est que le vecteur x0 ne soit pas orthogonal à un vec-
teur propre de la valeur propre recherchée.
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3 Annexe

Suite de polygones

Dev 1 : Critère de nilpotence et Burnside 23, 24 et 25
Dev 2 : Suites de polygones 31 et 32
Dev 3 : Dunford 15 et 19
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RAPPORT DU JURY :

Cette leçon doit aborder le bagage théorique propre aux vecteurs
propres et aux valeurs propres et mettre en lumière l’exploitation
de techniques d’algèbre ou d’analyse pour aborder leur recherche.
Après avoir exploré la détermination théorique exacte des éléments

propres, on s’intéresse à des exemples de matrices dont les éléments
propres sont remarquables (matrices compagnons, matrices circu-
lantes, matrices d’ordre fini, matrices stochastiques...) et donne des
exemples de situations où la connaissance d’éléments propres s’avère
utile. On doit connâıtre les limites du calcul exact, même si le cadre
mathématique nécessaire est non exigible et hors programme, et in-
troduire sur Rou Cune ou plusieurs méthodes itératives, dont on
démontre la convergence. On peut citer les méthodes de la puissance,
puissance inverse et QR pour la recherche d’éléments propres. Les no-
tions de norme matricielle, de rayon spectral doivent être mâıtrisées.
Le lien avec la convergence des suites du type Xn`1 “ AXn doit
être connu et illustré. On peut aussi s’intéresser à la localisation des
valeurs propres.
Pour aller plus loin, on peut aborder la problématique du condition-
nement en distinguant le problème général et le cas particulier des
matrices auto-adjointes, s’intéresser aux liens qui peuvent aussi être
faits avec la théorie des représentations et la transformée de Fourier
rapide, ainsi qu’au comportement de la suite des itérées de matrices
stochastiques ou plus généralement de matrices à coefficients positifs,
au moins dans des cas particuliers.

4


	Valeurs propres et vecteurs propres
	Généralités
	Réduction
	Matrices remarquables

	Recherche approchée de valeurs propres
	Normes matricielles et convergence
	Méthodes itératives

	Annexe
	Références

