
Leçon 152 : Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

On considère K un corps commutatif quelconque, E un K-espace
vectoriel de dimension finie n P N, u un endomorphisme de E.

1 Généralités

1.1 Prérequis

Définition 1. On dit que λ P K est une valeur propre de u lorsque
kerpu ´ λIdq n’est pas réduit à t0Ku. L’ensemble des valeurs propre
est appelé spectre de u et noté Sppuq

Définition 2. Un vecteur propre de u associé à la valeur propre λ
est un vecteur x P E tel que upxq “ λx.

Définition 3. Le sous espace propre de u associé à la valeur propre
λ est le sous espace Eλpuq “ Eλ “ kerpu´ λIdq. La dimension de ce
sous espace propre est notémgpλq est appelé multiplicité géométrique
de λ.

Proposition 4. Une famille de vecteurs propres associés à des va-
leurs propres différentes deux à deux distinctes est libre.

Exemple 5. Le résultat est vrai même en dimension infinie, par
exemple pour tout a P R, la fonction fa : x ÞÑ eax est un vecteur
propre de l’opérateur de dérivation dans C8pRq. Ainsi pour tous réels
deux à deux distincts la famille pfa1 , . . . , fanq est libre.

Corollaire 6. Un endomorphisme de d’un espace vectoriel de di-
mension n admet au plus n valeurs propres distinctes.

Définition 7. Le polynôme caractéristique de u est χupXq “

detpXIn ´ uq. Il ne dépend pas de la base de E choisie.

Proposition 8. Soit F un sous espace de E stable par u. Alors le
polynôme caractéristique χuF

pXq de l’endomorphisme induit divise
χupXq.

Proposition 9. Les racines de χupXq sont exactement les valeurs
propres de u.

Définition 10. On appelle multiplicité algébrique d’une valeur
propre λ, notée mapλq la multiplicité de la valeur propre dans χupXq.

Théorème 11. (Lemme des noyaux) Soit pP1, . . . PNq une famille
de polynômes deux à deux premiers entre eux, alors :

kerpP1 . . . PNqpuq “

N
à

k“1

kerpPkpuqq

De plus les projecteurs de kerpP1 . . . PNqpuq sur l’un de ces sous es-
paces parallèlement aux autres sont des polynômes en u.

Théorème 12. (Cayley-Hamilton) Le polynôme caractéristique χu

de u est annulateur de u.

1.2 Critères de diagonalisabilité

Définition 13. Un endomorphisme est dit diagonalisable lorsqu’il
existe une base dans laquelle sa matrice est diagonale, c’est-à-dire
qu’il existe une base de vecteurs propres pour cette endomorphisme
ou si E est somme directe des sous espaces propres. Une matrice est
dit diagonalisable si elle est semblable à une matrice diagonale.

Exemple 14. Si un endomorphisme est diagonalisable et n’admet
qu’une seule valeur propre, alors c’est un scalaire. En particulier
un endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul.

Proposition 15. Un endomorphisme qui admet n valeurs propres
distinctes est diagonalisable.

Corollaire 16. Si le polynôme caractéristique χupXq est scindé à
racines simples, alors u est diagonalisable.

Théorème 17. Un endomorphisme u est diagonalisable si et seule-
ment si il admet un polynôme annulateur scindé à racine simple.
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Exemple 18. Les projecteurs et symétries vectorielles sont diagona-
lisables car admettent des polynômes annulateurs scindés à racines
simples, respectivement X2 ´ X et X2 ´ 1.

Théorème 19. Un endomorphisme u est diagonalisable si et seule-
ment si son polynôme minimal µupXq est scindé à racine simple.

Exemple 20. Un endomorphisme de rang 1 est diagonalisable si et
seulement si sa trace est non nulle.

Proposition 21. Soit u un endomorphisme diagonalisable et F un
sous espace stable par u alors uF est diagonalisable.

Théorème 22. Un endomorphisme u est diagonalisable si et seule-
ment si χupXq est scindé et la dimension de chaque sous espace
propre mgpλq est égale à la multiplicité mapλq de la valeur propre
dans χupXq.

Corollaire 23. Un endomorphisme u est diagonalisable si et seule-
ment si la somme des dimension de ses sous espaces propres est égale
à n.

Définition 24. On dit que u est semi-simple lorsque tout sous espace
stable par u admet un supplémentaire stable par u.

Théorème 25. Si Kest algébriquement clos, u est semi-simple
si et seulement il est diagonalisable.

1.3 Co-diagonalisation

Définition 26. Une famille finie d’endomorphismes pu1, . . . , uNq est
co-diagonalisable lorsqu’il existe une base de E dans laquelle la ma-
trice chacun des endomorphisme est diagonale.

Proposition 27. Soit u1, . . . , uN des endomorphismes diagonali-
sables, alors pu1, . . . , uNq est co-diagonalisable si et seulement si les
endomorphismes de la famille commutent deux à deux.

Exemple 28. Soient A,B P MnpKq diagonalisables et ΘA,B : M ÞÑ

AMB, comme GA : M ÞÑ AM et DB : M ÞÑ MB commutent et
sont diagonalisables, ΘA,B est diagonalisable.

2 Cas particuliers

2.1 Décomposition de Dunford

Théorème 29. (Dunford) Soit u un endomorphisme
possédant un polynôme annulateur scindé. Alors il existe un
unique couple d’endomorphisme pd, nq tels que u “ d ` n, n
et d commutent, n est nilpotent, d est diagonalisable. De plus
d, n P Krus.

Exemple 30. La décomposition de Dunford de la matrice

A “

˜

1 1 0
0 1 1
0 0 1

¸

est A “ I3 ` N où N “

˜

0 1 0
0 0 1
0 0 0

¸

2.2 Exponentielle d’endomorphismes

Définition 31. L’exponentielle de u est la somme de la série de

terme général uk

k!
, on la note eu ou exppuq. On définit de la même

manière pour les matrices.

On considère B une base de E et A “ MatBpuq la matrice de u
dans cette base.

Exemple 32. Observons que exppdiagpλ1, . . . , λnqq “

diagpexppλ1q, . . . , exppλnqq.

Proposition 33. Si A est diagonalisable alors exppAq est diagona-
lisable et SppexppAqq “ texppλq, λ P SppAqu.

Lemme 34. Si A P MnpRq est diagonalisable alors il existe un
polynôme P tel que A “ P pexppAqq.

Remarque 35. Dans MnpCq ce n’est plus vrai, par exemple avec
A “ diagp0, 2iπq dont l’exponentielle est scalaire.

Proposition 36. Soient A,B P MnpRq deux matrices diagonali-
sables admettant la même exponentielle, alors A “ B.
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Proposition 37. Soit A P MnpKq et A “ D ` N sa
décomposition de Dunford. Alors la décomposition de Dunford
de exppAq est donnée par exppAq “ exppDq`exppDqpexppNq´

Inq

Proposition 38. Supposons que χApXq soit scindé, alors A
est diagonalisable si et seulement si exppAq est diagonalisable.

2.3 Endomorphismes symétriques et Théorème spectral

Soit pE, x., .yq un espace euclidien.

Théorème 39. Pour tout endomorphisme u il existe un unique en-
domorphisme u˚ tel que xupxq, yy “ xx, u˚pyqy pour tous x, y P E.

Définition 40. On appelle cet endomorphisme u˚ l’adjoint de u.

Définition 41. Un endomorphisme est dit symétrique ou auto-
adjoint lorsque u˚ “ u, c’est-à-dire que : @x, y P Exupxq, yy “

xx, upyqy. On note SpEq l’ensemble des endomorphismes symétriques
de E.

Théorème 42. Un endomorphisme u est symétrique si et seulement
sa matrice dans une base orthonormée est symétrique

Lemme 43. Les valeurs propres d’un endomorphisme
symétrique réel sont toutes réelles.

Lemme 44. Si n ě 2 et soient λ et µ des valeurs propres de
u P SpEq, alors les espaces Eλ et Eµ sont orthogonaux.

Lemme 45. Pour n ě 2, si λ est une valeur propre de u P

SpEq et e1 P Eλ de norme 1, alors l’hyperplan H “ pRe1qK est
stable par u et la restriction de u à H est symétrique.

Théorème 46. (Spectral) Tout endomorphisme symétrique
u P SpEq se diagonalise dans une base orthonormée.

Dev 1 : Dunford 29, 37 et38
DEV 2 : Endo semi-simple 25
Dev 3 : Théorème spectral43, 44, 45 et 46
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RAPPORT DU JURY :

Dans cette leçon, on attend des exemples naturels d’endomor-
phismes diagonalisables et des critères de diagonalisabilité. On doit
notamment savoir expliquer pourquoi l’application induite par un
endomorphisme diagonalisable sur un sous-espace stable est encore
diagonalisable. Il ne faut pas oublier de parler du cas des endomor-
phismes symétriques, ni les familles commutantes d’endomorphismes
diagonalisables. On peut étudier certaines propriétés topologiques en
prenant le soin de donner des précisions sur le corps K et la topo-
logie choisie pour Mn pKq . Les candidates et candidats peuvent
s’intéresser aux propriétés de l’exponentielle d’un endomorphisme
diagonalisable. On peut dénombrer les endomorphismes diagonali-
sables dans les corps finis, ou possédant des propriétés données, liées
à la diagonalisation. Pour aller plus loin, les candidates et candi-
dats peuvent s’intéresser aux liens qui peuvent aussi être fait avec la
théorie des représentations et la transformée de Fourier rapide.
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