Lecon 152 : Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

On considere K un corps commutatif quelconque, F un K-espace
vectoriel de dimension finie n € N, v un endomorphisme de E.

1 Généralités

1.1 Prérequis

Définition 1. On dit que A € K est une valeur propre de u lorsque
ker(u — AId) n’est pas réduit a {Ox}. L’ensemble des valeurs propre
est appelé spectre de u et noté Sp(u)

Définition 2. Un vecteur propre de u associé a la valeur propre A
est un vecteur = € E tel que u(zr) = Az.

Définition 3. Le sous espace propre de u associé a la valeur propre
A est le sous espace F)y(u) = E) = ker(u — AId). La dimension de ce
sous espace propre est noté m, () est appelé multiplicité géométrique
de \.

Proposition 4. Une famille de vecteurs propres associés a des va-
leurs propres différentes deux a deux distinctes est libre.

Exemple 5. Le résultat est vrai méme en dimension infinie, par
exemple pour tout a € R, la fonction f, : x — e est un vecteur
propre de 'opérateur de dérivation dans C*(R). Ainsi pour tous réels
deux a deux distincts la famille (f,,, ..., fa,) est libre.

Corollaire 6. Un endomorphisme de d’un espace vectoriel de di-
mension n admet au plus n valeurs propres distinctes.

Définition 7. Le polynome caractéristique de u est y,(X) =
det(X 1, — u). Il ne dépend pas de la base de F choisie.

Proposition 8. Soit F' un sous espace de E stable par u. Alors le
polynome caractéristique X, (X) de U'endomorphisme induit divise

Xu(X).

Proposition 9. Les racines de x,(X) sont exactement les valeurs
propres de u.

Définition 10. On appelle multiplicité algébrique d’une valeur
propre A, notée m,(A) la multiplicité de la valeur propre dans x,(X).

Théoréme 11. (Lemme des noyauz) Soit (Py,...Py) une famille
de polynomes deux a deux premiers entre euz, alors :

ker(Py ... Py)(u) = @Pker(Py(u))
k=1

De plus les projecteurs de ker(Py ... Py)(u) sur l'un de ces sous es-
paces parallelement aux autres sont des polynomes en wu.
Théoreme 12. (Cayley-Hamilton) Le polynéme caractéristique x.,
de u est annulateur de u.

1.2 Criteres de diagonalisabilité

Définition 13. Un endomorphisme est dit diagonalisable lorsqu’il
existe une base dans laquelle sa matrice est diagonale, c¢’est-a-dire
qu’il existe une base de vecteurs propres pour cette endomorphisme
ou si E est somme directe des sous espaces propres. Une matrice est
dit diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale.

FExemple 14. Si un endomorphisme est diagonalisable et n’admet
qu'une seule valeur propre, alors c’est un scalaire. En particulier
un endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul.

Proposition 15. Un endomorphisme qui admet n valeurs propres
distinctes est diagonalisable.

Corollaire 16. Si le polynome caractéristique x.,(X) est scindé a
racines simples, alors u est diagonalisable.

Théoreme 17. Un endomorphisme u est diagonalisable si et seule-
ment si il admet un polynome annulateur scindé a racine simple.



FExemple 18. Les projecteurs et symétries vectorielles sont diagona-
lisables car admettent des polynomes annulateurs scindés a racines
simples, respectivement X? — X et X? — 1.

Théoreme 19. Un endomorphisme u est diagonalisable si et seule-
ment si son polynéme minimal p,(X) est scindé a racine simple.

Exemple 20. Un endomorphisme de rang 1 est diagonalisable si et
seulement si sa trace est non nulle.

Proposition 21. Soit u un endomorphisme diagonalisable et F' un
sous espace stable par u alors up est diagonalisable.

Théoreme 22. Un endomorphisme u est diagonalisable si et seule-
ment si x.(X) est scindé et la dimension de chaque sous espace
propre my(A) est égale a la multiplicité my(\) de la valeur propre
dans x.(X).

Corollaire 23. Un endomorphisme u est diagonalisable si et seule-
ment si la somme des dimension de ses sous espaces propres est égale
an.

Définition 24. On dit que u est semi-simple lorsque tout sous espace
stable par u admet un supplémentaire stable par w.

Théoreme 25. Si Kest algébriquement clos, u est semi-simple
st et seulement il est diagonalisable.

1.3 Co-diagonalisation

Définition 26. Une famille finie d’endomorphismes (uy, ..., uy) est
co-diagonalisable lorsqu’il existe une base de F dans laquelle la ma-
trice chacun des endomorphisme est diagonale.

Proposition 27. Soit uy,...,uy des endomorphismes diagonali-
sables, alors (uy,...,uy) est co-diagonalisable si et seulement si les
endomorphismes de la famille commutent deux a deux.

Exemple 28. Soient A, B € M,,(K) diagonalisables et ©4 5 : M —
AMB, comme G4 : M — AM et Dg : M — MDB commutent et
sont diagonalisables, © 4 p est diagonalisable.

2 Cas particuliers

2.1 Décomposition de Dunford

Théoréeme 29. (Dunford) Soit w wun endomorphisme
possédant un polynome annulateur scindé. Alors il existe un
unique couple d’endomorphisme (d,n) tels que u = d + n, n
et d commutent, n est nilpotent, d est diagonalisable. De plus
d,n € Klu].

g J

Ezxemple 30. La décomposition de Dunford de la matrice

1 10
A= (O 1 1)
0 01

010
est A=I3+ NouN=|0 0 1
000

2.2 Exponentielle d’endomorphismes

Définition 31. L’exponentielle de u est la somme de la série de

terme général 712_1;7 on la note € ou exp(u). On définit de la méme

maniere pour les matrices.

On considere B une base de F et A = Matg(u) la matrice de u
dans cette base.
Ezemple  32. Observons que  exp(diag(Ai,...,\n)) =
diag(exp(A1), ..., exp(An)).

Proposition 33. Si A est diagonalisable alors exp(A) est diagona-
lisable et Sp(exp(A)) = {exp(A), A € Sp(A)}.

Lemme 34. Si A € M,(R) est diagonalisable alors il existe un
polynome P tel que A = P(exp(A)).

Remarque 35. Dans M,,(C) ce n’est plus vrai, par exemple avec
A = diag(0,2im) dont I’exponentielle est scalaire.

Proposition 36. Soient A, B € M,(R) deur matrices diagonali-
sables admettant la méme exponentielle, alors A = B.



Proposition 37. Soit A € M,(K) e¢ A = D + N sa
décomposition de Dunford. Alors la décomposition de Dunford
de exp(A) est donnée par exp(A) = exp(D)+exp(D)(exp(N)—
I,,)

Proposition 38. Supposons que xa(X) soit scindé, alors A
est diagonalisable si et seulement si exp(A) est diagonalisable.

2.3 Endomorphismes symétriques et Théoréme spectral

Soit (F,{.,.y) un espace euclidien.

Théoreme 39. Pour tout endomorphisme u il existe un unique en-
domorphisme u* tel que {u(x),y) = {x,u*(y)) pour tous x,y € E.

Définition 40. On appelle cet endomorphisme u* I'adjoint de u.

Définition 41. Un endomorphisme est dit symétrique ou auto-
adjoint lorsque u* = wu, c’est-a-dire que : Vr,y € Elu(z),y) =
{x,u(y)). On note S(E) 'ensemble des endomorphismes symétriques
de E.

Théoreme 42. Un endomorphisme u est symétrique si et seulement
sa matrice dans une base orthonormée est symétrique

Lemme 43. Les waleurs propres d’'un endomorphisme
symétrique réel sont toutes réelles.

Lemme 44. Sin = 2 et soient X et u des valeurs propres de
ue S(E), alors les espaces Ey et E,, sont orthogonaux.

Lemme 45. Pour n > 2, si A est une valeur propre de u €
S(E) et e, € Ey de norme 1, alors I’hyperplan H = (Rey)* est
stable par u et la restriction de w a H est symétrique.

Théoréme 46. (Spectral) Tout endomorphisme symétrique
ue S(F) se diagonalise dans une base orthonormée.

Dev 1 : Dunford [29] 37] et3§]
DEV 2 : Endo semi-simple

Dev 3 : Théoreme spectrald3] [44] [45] et
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RAPPORT DU JURY :

Dans cette lecon, on attend des exemples naturels d’endomor-
phismes diagonalisables et des criteres de diagonalisabilité. On doit
notamment savoir expliquer pourquoi I’application induite par un
endomorphisme diagonalisable sur un sous-espace stable est encore
diagonalisable. Il ne faut pas oublier de parler du cas des endomor-
phismes symétriques, ni les familles commutantes d’endomorphismes
diagonalisables. On peut étudier certaines propriétés topologiques en
prenant le soin de donner des précisions sur le corps K et la topo-
logie choisie pour Mn pKq . Les candidates et candidats peuvent
s'intéresser aux propriétés de l’exponentielle d’'un endomorphisme
diagonalisable. On peut dénombrer les endomorphismes diagonali-
sables dans les corps finis, ou possédant des propriétés données, liées
a la diagonalisation. Pour aller plus loin, les candidates et candi-
dats peuvent s’intéresser aux liens qui peuvent aussi étre fait avec la
théorie des représentations et la transformée de Fourier rapide.
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