Lecon 150 Polynomes d’endomorphisme en dimension finie, réduction d’endomorphismes. Applications

On considere K un corps commutatif quelconque, E un K-espace
vectoriel, u un endomorphisme de F.

1 Polynomes d’endomorphismes

1.1 L’algebre K|u]

Définition 1. On note u° = Id et on définit les puissances succes-

sives de u par la relation de récurrence ©*+! = u* o u. Cela permet
n

de définir, pour tout polynome P = > a;X* € K[X], I'endomor-
k=0
phisme P(u) = Y. aju*. Cette sous algebre notée K[u] de L(E) est
k=1
commutative.

Théoreme 2. Soit P € K[X]. Pour toute valeur propre \ de u,
P()) est valeur propre de P(u). St K est algébriguement clos, on a
alors Sp(P(u)) = {P(\), A € Sp(u)}

Définition 3. On appelle idéal annulateur de u l'idéal I, = {P €
K[X]|P(u) = 0} et polynome minimal de u le générateur unitaire de
cet idéal noté p,,.

Définition 4. Le polynéme caractéristique x,, € K[X] de u est défini
par det(u — X Id).

Exemple 5. Pour un projecteur u = u o u est annulé par X2 — X, si
u = 0 son polynome minimal est X, si u = Id c’est X — 1 et dans
les autres cas c’est X% — X.

Définition 6. Soit F' un sous espace vectoriel de F. On dit que F
est stable par u lorsque u(F') < F.

Lemme 7. Si F' est un sous espace vectoriel de E stable par u, alors
le polynome minimal de la restriction de u a F divise celui de u.

Théoréme 8. Pour tout polynome annulateur P € I, on a Sp(u) <
P7Y({0}) c’est-a-dire que les valeurs propres de u sont des racines et

méme Sp(u) = " ({0}).

Théoréme 9. L’espace vectoriel Klu] est de dimension égale au
degré p, de i, et une base est donnée par (Id,u,u?, ... uP=~1).

Théoreme 10. On a les équivalences :
K[u] est un corps < Klu] est intégre < p, est irréductible.

1.2 Le théoreme de Cayley-Hamilton

Définition 11. Pour tout vecteur non nul x € £ on pose [,, =
{P e K[X]|P(u)(x) = 0}. C’est un idéal de K[X| engendré par ji,
de degré p, .. On pose aussi E,, = Vect({u*(z)|k € N.

Lemme 12. E,, est un sous espace vectoriel de dimension p,, de
E stable par u. Le polynome minimal et le polynome caractéristique
de la restriction de u a E, , sont égauz.

Théoréeme 13. (Cayley-Hamilton) Le polynéme caractéristique x.,
de u est annulateur de u.

Corollaire 14. Le polynome minimal ., divise le polynome ca-
ractéristique x, donc dim(K[u]) = deg(u,) < n

Lemme 15. Soit p = 2 un entier, Py,..., P, € K[X]| non nuls et
Q1,-..,Qp € K[X] tels que Qi = [] pour k € {1,...,p}. Siles Py

j=1
%k

sont 2 a 2 premiers entre eux alors les Qy sont globalement premiers

entre euz et pour tout k € {1,...,p} les polynomes Py et Q) sont

premiers entre eut.



Théoreme 16. (Lemme des noyauz) Soient (Pj)1<j<p une fa-
mille de polynomes 2 a 2 premiers entre euzr dans K[X] et

p p

P = [[Px. On a alors ker(P(u)) = @ ker(Py(u)) et les pro-
k=1 k=1

jgecteurs my @ ker(P(u)) — ker(Py(u)) sont des éléments de

K[u] pour ke {1,...,p}.

2 Réduction d’endomorphismes

2.1 Trigonalisation

Définition 17. Un endomorphisme u est trigonalisable lorsqu’elle il
existe une base dans laquelle sa matrice est triangulaire. Une matrice
A € M, (K) est trigonalisable lorsqu’elle est semblable &4 une matrice
triangulaire.

Théoreme 18. L’endomorphisme u est trigonalisable sur K, si et
seulement si son polynome caractéristique est scindé sur K.

Corollaire 19. 5i K est algébriquement clos, alors tout endomor-
phisme u est trigonalisable.

Corollaire 20. Si un endomorphisme u (resp matrice A) est tri-
gonalisable, la trace de u (resp de A) est la somme de ses valeurs
propres et le déterminant de u (resp de A) est le produit de ses va-
leurs propres.

Ezxemple 21. Dans R, la matrice

1 0 0
A= <O 2cos(f) —2 cos(@))
0 2cos(d) —2cos(0)

n’est pas trigonalisable

2.2 Diagonalisation

Définition 22. Un endomorphisme u est diagonalisable lorsqu’elle
il existe une base dans laquelle sa matrice est diagonale. Une matrice
A € M, (K) est diagonalisable lorsqu’elle est semblable a une matrice
diagonale.

Proposition 23. Si u possede n valeurs propres distinctes dans K,
alors u est diagonalisable.

Théoréme 24. (CNS de diagonalisabilité) Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. L’endomorphisme u est diagonalisable,

p
2. E =@ ker(u— A\Id),
k=1

p
3. >, dim(ker(u — A\pId)) = n,

k=1

4. Le polynome caractéristique de u est scindé sur K de racines
A, Ap dans K, étant de multiplicité oy, = dim(ker(u —
Aeld)),

5. 1l existe un polynome annulateur de u scindé a racines simples,

6. Le polynome minimal p, de u est scindé a racines simples.

Ezxemple 25. Un projecteur est diagonalisable car annulé par X? —
X=X(X-1).

Définition 26. Une famille (u;),; est simultanément diagonalisable
lorsqu’il existe une base dans laquelle tous les endomorphismes wu;
sont diagonalisable.

Théoréme 27. Soit (u;)er une famille d’endomorphisme diagonali-
sable. Cette famille est simultanément diagonalisable si et seulement
si ils commutent 2 a 2, c’est-a-dire que pour tout (i,7) € I* on ait
UZ'OUj :U]OU,L

2.3 Décomposition de Dunford

Notation 28. On suppose que le polynome minimal de u est scindé

.
tw = [T (X —=X)% ot les A\ sont les valeurs propres distinctes de u et

k=1
r

Br € N* le polynome caractéristique s’écrit alors x, = [ (X — Ag)**
k=1
avec 1 < B, < oy, pour tout ke {1,...,7}.

Définition 29. Avec ces notations on appelle sous espace ca-
ractéristique de wu les sous espaces vectoriels ker(u — Apld)** avec

ke{l,... ,r}.

Théoréme 30. Soit P(X) = [[ (X —A)™ un polynéme annulateur
k=1
de u avec my = By, on pose Ny := ker(u — A\p)™. On a alors :



p

k=1
— N; = ker(u — M\ Id)% ot B, est la multiplicité comme racine de
Mo 5

— N, est stable par v et A\ est la seule caleur propre de la restric-
tion de u a Ny, ;

— dim(Ny) = ag ot ay, est la multiplicité comme racine de X, ;

— La restriction de u — A\ Id a Ny, est nilpotente d’indice By,.

Théoréme 31. (Dunford) Soit u € L(E) avec x, scindé sur
K. Alors il existe un unique couple (d,n) € L(E)? tel que d soit
diagonalisable, n soit nilpotent, d et n commutent et u = d+n.
De plus d et n sont des polynomes en u.

Définition 32. La série entiere )| 'Z—If ayant un rayon de convergence
infini, la série %uk est convergente pour tout endomorphisme u €
L(E). Sa somme est appelée exponentielle de u et notée exp(u) = e*.

Théoreme 33. Si u = d + n est la décomposition de Dunford de
u, alors celle de e est donnée par e* = e? + ed(e” — Id) avec e?
diagonalisable et e?(e™ — Id) nilpotente.

Corollaire 34. Soit u € L(E) tel que x, soit scindé sur K.
Alors u est diagonalisable si et seulement si € est diagonali-
sable

3 Applications

Proposition 35. Soit A € M,,(K) une matrice diagonalisable (resp
trigonalisable), on note P la matrice de passage telle que A =
PDP~! avec D diagonale (resp A = PTP™' avec T triangulaire)
alors pour tout k € N* on a A* = PD*P~! (resp A* = PT*P~!).
De méme on a le résultat exp(A) = Pexp(D)P~.

Remarque 36. L’intérét ici est que la puissance/exponentielle d'une
matrice diagonale est la matrice diagonale avec les coefficients élevés
a la puissance/exponentielle. Les calculs sont donc beaucoup plus
simples.

Exemple 37.

Définition 38. On dit qu'un endomorphisme wu est semi-simple
si tout sous espace vectoriel F' de FE stable par u admet un
supplémentaire dans E stable par w.

Théoréme 39. Si K est algébriquement clos alors u est semi-
simple si et seulement si il est diagonalisable.

Théoreme 40. Un polynome u est semi-simple si et seulement si
son polynome minimal est sans facteurs carré dans sa décomposition

P

en facteurs irréductibles. C’est-a-dire p, = || Py ot les Py, sont des
k=1

polynomes irréductibles 2 a 2 distincts.

Lemme 41. Siu est semi simple, alors pour tout sous espace F' < E
stable par w alors up est semi-simple.

Théoréme 42. (Dunford 2) Pour K = R ou K = C, il existe un
unique couple (d,n) € L(E)?* tel que d est semi-simple, n est nil-
potent, d et n commutent et u = d + n.

Dev 1 : Lemme des noyaux
Dev 2 : DUNFORD [31][34]
Dev 3 : Endo semi simples
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RAPPORT DU JURY :

Cette lecon ne doit pas étre un catalogue de résultats autour de la
réduction ; les polynomes d’endomorphismes doivent y occuper une
place importante. Il faut consacrer une courte partie de la lecon a



'algebre K[u], en particulier en connaitre la dimension, et aux liens
entre réduction de ’endomorphisme u et structure de 1'algebre Klu].
Il est ensuite possible de s’intéresser aux propriétés globales de cette
algebre (inversibles, condition nécessaire et suffisante assurant que ce
soit un corps...). De méme il est important de mettre en évidence les
liens entre les idempotents et la décomposition en somme de sous-
espaces caractéristiques. Le lemme des noyaux, les polynomes ca-
ractéristiques et minimaux doivent figurer dans la lecon. Il faut bien
préciser que, dans la réduction de Dunford, les composantes sont des
polynomes en l’endomorphisme, et en connaitre des conséquences
théoriques et pratiques. On attend que la candidate ou le candidat
soit en mesure, pour une matrice simple de justifier la diagonalisabi-
lité et de déterminer un polynéome annulateur (voire minimal). L’as-
pect applications est trop souvent négligé. Il est par exemple possible
d’envisager des applications au calcul de Ak a ’aide d’un polynome
annulateur, aux calculs d’exponentielles de matrices ou de mener
I’analyse spectrale de matrices stochastiques. Pour aller plus loin, la
candidate ou le candidat pourra étudier des équations matricielles
et de calcul fonctionnel, avec par exemple ’étude de 'extraction de
racines ou du logarithme.
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