
Leçon 150 Polynômes d’endomorphisme en dimension finie, réduction d’endomorphismes. Applications

On considère K un corps commutatif quelconque, E un K-espace
vectoriel, u un endomorphisme de E.

1 Polynômes d’endomorphismes

1.1 L’algèbre Krus

Définition 1. On note u0 “ Id et on définit les puissances succes-
sives de u par la relation de récurrence uk`1 “ uk ˝ u. Cela permet

de définir, pour tout polynôme P “
n
ř

k“0

akX
k P KrXs, l’endomor-

phisme P puq “
n
ř

k“1

aku
k. Cette sous algèbre notée Krus de LpEq est

commutative.

Théorème 2. Soit P P KrXs. Pour toute valeur propre λ de u,
P pλq est valeur propre de P puq. Si K est algébriquement clos, on a
alors SppP puqq “ tP pλq, λ P Sppuqu

Définition 3. On appelle idéal annulateur de u l’idéal Iu “ tP P

KrXs|P puq “ 0u et polynôme minimal de u le générateur unitaire de
cet idéal noté µu.

Définition 4. Le polynôme caractéristique χu P KrXs de u est défini
par detpu ´ XIdq.

Exemple 5. Pour un projecteur u “ u ˝ u est annulé par X2 ´ X, si
u “ 0 son polynôme minimal est X, si u “ Id c’est X ´ 1 et dans
les autres cas c’est X2 ´ X.

Définition 6. Soit F un sous espace vectoriel de E. On dit que F
est stable par u lorsque upF q Ď F .

Lemme 7. Si F est un sous espace vectoriel de E stable par u, alors
le polynôme minimal de la restriction de u à F divise celui de u.

Théorème 8. Pour tout polynôme annulateur P P Iu, on a Sppuq Ă

P´1pt0uq c’est-à-dire que les valeurs propres de u sont des racines et
même Sppuq “ µ´1

u pt0uq.

Théorème 9. L’espace vectoriel Krus est de dimension égale au
degré pu de µu et une base est donnée par pId, u, u2, . . . , upu´1q.

Théorème 10. On a les équivalences :
Krus est un corps ðñ Krus est intègre ðñ µu est irréductible.

1.2 Le théorème de Cayley-Hamilton

Définition 11. Pour tout vecteur non nul x P E on pose Iu,x “

tP P KrXs|P puqpxq “ 0u. C’est un idéal de KrXs engendré par µu,x

de degré pu,x. On pose aussi Eu,x “ V ectptukpxq|k P N.

Lemme 12. Eu,x est un sous espace vectoriel de dimension pu,x de
E stable par u. Le polynôme minimal et le polynôme caractéristique
de la restriction de u à Eu,x sont égaux.

Théorème 13. (Cayley-Hamilton) Le polynôme caractéristique χu

de u est annulateur de u.

Corollaire 14. Le polynôme minimal µu divise le polynôme ca-
ractéristique χu donc dimpKrusq “ degpµuq ď n

Lemme 15. Soit p ě 2 un entier, P1, . . . , Pp P KrXs non nuls et

Q1, . . . , Qp P KrXs tels que Qk “
n

ś

j“1
j‰k

pour k P t1, . . . , pu. Si les Pk

sont 2 à 2 premiers entre eux alors les Qk sont globalement premiers
entre eux et pour tout k P t1, . . . , pu les polynômes Pk et Qk sont
premiers entre eux.
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Théorème 16. (Lemme des noyaux) Soient pPjq1ďjďp une fa-
mille de polynômes 2 à 2 premiers entre eux dans KrXs et

P “
p

ś

k“1

Pk. On a alors kerpP puqq “
p

À

k“1

kerpPkpuqq et les pro-

jecteurs πk : kerpP puqq Ñ kerpPkpuqq sont des éléments de
Krus pour k P t1, . . . , pu.

2 Réduction d’endomorphismes

2.1 Trigonalisation

Définition 17. Un endomorphisme u est trigonalisable lorsqu’elle il
existe une base dans laquelle sa matrice est triangulaire. Une matrice
A P MnpKq est trigonalisable lorsqu’elle est semblable à une matrice
triangulaire.

Théorème 18. L’endomorphisme u est trigonalisable sur K, si et
seulement si son polynôme caractéristique est scindé sur K.

Corollaire 19. Si K est algébriquement clos, alors tout endomor-
phisme u est trigonalisable.

Corollaire 20. Si un endomorphisme u (resp matrice A) est tri-
gonalisable, la trace de u (resp de A) est la somme de ses valeurs
propres et le déterminant de u (resp de A) est le produit de ses va-
leurs propres.

Exemple 21. Dans R, la matrice

A “

˜

1 0 0
0 2 cospθq ´2 cospθq

0 2 cospθq ´2 cospθq

¸

n’est pas trigonalisable

2.2 Diagonalisation

Définition 22. Un endomorphisme u est diagonalisable lorsqu’elle
il existe une base dans laquelle sa matrice est diagonale. Une matrice
A P MnpKq est diagonalisable lorsqu’elle est semblable à une matrice
diagonale.

Proposition 23. Si u possède n valeurs propres distinctes dans K,
alors u est diagonalisable.

Théorème 24. (CNS de diagonalisabilité) Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. L’endomorphisme u est diagonalisable,

2. E “
p

À

k“1

kerpu ´ λkIdq,

3.
p

ř

k“1

dimpkerpu ´ λkIdqq “ n,

4. Le polynôme caractéristique de u est scindé sur K de racines
λ1, . . . , λp dans K , étant de multiplicité αk “ dimpkerpu ´

λkIdqq,

5. Il existe un polynôme annulateur de u scindé à racines simples,

6. Le polynôme minimal µu de u est scindé à racines simples.

Exemple 25. Un projecteur est diagonalisable car annulé par X2 ´

X “ XpX ´ 1q.

Définition 26. Une famille puiqiPI est simultanément diagonalisable
lorsqu’il existe une base dans laquelle tous les endomorphismes ui

sont diagonalisable.

Théorème 27. Soit puiqiPI une famille d’endomorphisme diagonali-
sable. Cette famille est simultanément diagonalisable si et seulement
si ils commutent 2 à 2, c’est-à-dire que pour tout pi, jq P I2 on ait
ui ˝ uj “ uj ˝ ui.

2.3 Décomposition de Dunford

Notation 28. On suppose que le polynôme minimal de u est scindé

µu “
r

ś

k“1

pX´λkqβk où les λk sont les valeurs propres distinctes de u et

βk P N˚, le polynôme caractéristique s’écrit alors χu “
r

ś

k“1

pX ´λkqαk

avec 1 ď βk ď αk pour tout k P t1, . . . , ru.

Définition 29. Avec ces notations on appelle sous espace ca-
ractéristique de u les sous espaces vectoriels kerpu ´ λkIdqαk avec
k P t1, . . . , ru.

Théorème 30. Soit P pXq “
r

ś

k“1

pX´λkqmk un polynôme annulateur

de u avec mk ě βk, on pose Nk :“ kerpu ´ λkqmk . On a alors :
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— E “
p

À

k“1

Nk ;

— Nk “ kerpu ´ λkIdqβk où βk est la multiplicité comme racine de
µu ;

— Nk est stable par u et λk est la seule caleur propre de la restric-
tion de u à Nk ;

— dimpNkq “ αk où αk est la multiplicité comme racine de χu ;

— La restriction de u ´ λkId à Nk est nilpotente d’indice βk.

Théorème 31. (Dunford) Soit u P LpEq avec χu scindé sur
K. Alors il existe un unique couple pd, nq P LpEq2 tel que d soit
diagonalisable, n soit nilpotent, d et n commutent et u “ d`n.
De plus d et n sont des polynômes en u.

Définition 32. La série entière
ř

zk

k!
ayant un rayon de convergence

infini, la série
ř

1
k!
uk est convergente pour tout endomorphisme u P

LpEq. Sa somme est appelée exponentielle de u et notée exppuq “ eu.

Théorème 33. Si u “ d ` n est la décomposition de Dunford de
u, alors celle de eu est donnée par eu “ ed ` edpen ´ Idq avec ed

diagonalisable et edpen ´ Idq nilpotente.

Corollaire 34. Soit u P LpEq tel que χu soit scindé sur K.
Alors u est diagonalisable si et seulement si eu est diagonali-
sable

3 Applications

Proposition 35. Soit A P MnpKq une matrice diagonalisable (resp
trigonalisable), on note P la matrice de passage telle que A “

PDP´1 avec D diagonale (resp A “ PTP´1 avec T triangulaire)
alors pour tout k P N˚ on a Ak “ PDkP´1 (resp Ak “ PT kP´1).
De même on a le résultat exppAq “ P exppDqP´1.

Remarque 36. L’intérêt ici est que la puissance/exponentielle d’une
matrice diagonale est la matrice diagonale avec les coefficients élevés
à la puissance/exponentielle. Les calculs sont donc beaucoup plus
simples.

Exemple 37.

Définition 38. On dit qu’un endomorphisme u est semi-simple
si tout sous espace vectoriel F de E stable par u admet un
supplémentaire dans E stable par u.

Théorème 39. Si K est algébriquement clos alors u est semi-
simple si et seulement si il est diagonalisable.

Théorème 40. Un polynôme u est semi-simple si et seulement si
son polynôme minimal est sans facteurs carré dans sa décomposition

en facteurs irréductibles. C’est-à-dire µu “
p

ś

k“1

Pk où les Pk sont des

polynômes irréductibles 2 à 2 distincts.

Lemme 41. Si u est semi simple, alors pour tout sous espace F Ă E
stable par u alors u|F est semi-simple.

Théorème 42. (Dunford 2) Pour K “ R ou K “ C, il existe un
unique couple pd, nq P LpEq2 tel que d est semi-simple, n est nil-
potent, d et n commutent et u “ d ` n.

Dev 1 : Lemme des noyaux 16
Dev 2 : DUNFORD 31 34
Dev 3 : Endo semi simples 39
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RAPPORT DU JURY :

Cette leçon ne doit pas être un catalogue de résultats autour de la
réduction ; les polynômes d’endomorphismes doivent y occuper une
place importante. Il faut consacrer une courte partie de la leçon à

3



l’algèbre K[u], en particulier en connâıtre la dimension, et aux liens
entre réduction de l’endomorphisme u et structure de l’algèbre K[u].
Il est ensuite possible de s’intéresser aux propriétés globales de cette
algèbre (inversibles, condition nécessaire et suffisante assurant que ce
soit un corps...). De même il est important de mettre en évidence les
liens entre les idempotents et la décomposition en somme de sous-
espaces caractéristiques. Le lemme des noyaux, les polynômes ca-
ractéristiques et minimaux doivent figurer dans la leçon. Il faut bien
préciser que, dans la réduction de Dunford, les composantes sont des
polynômes en l’endomorphisme, et en connâıtre des conséquences
théoriques et pratiques. On attend que la candidate ou le candidat
soit en mesure, pour une matrice simple de justifier la diagonalisabi-
lité et de déterminer un polynôme annulateur (voire minimal). L’as-
pect applications est trop souvent négligé. Il est par exemple possible
d’envisager des applications au calcul de Ak à l’aide d’un polynôme
annulateur, aux calculs d’exponentielles de matrices ou de mener
l’analyse spectrale de matrices stochastiques. Pour aller plus loin, la
candidate ou le candidat pourra étudier des équations matricielles
et de calcul fonctionnel, avec par exemple l’étude de l’extraction de
racines ou du logarithme.
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