Lecon 144 : Racines d'un polynome. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications.

Dans cette legon, sauf mention contraire, on considére K un corps

et P = > apX* € K[X] un polynome.
k=0

1 Racines d’un polynome

1.1 Généralités

Définition 1. On dit que o € K est une racine de P lorsque P(«a) =
0.

Proposition 2. Soit a € K, alors a est une racine de P si et seule-
ment si X — a divise P dans K[X].

Définition 3. Soit a € K une racine de P, on dit que « est racine de
multiplicité m € N* de P lorsque (X — )™ divise P et (X — a)™*!
ne divise pas P.

Théoreme 4. Soit P non constant, oy, ...,c, € K et mqy,...,m, €
N* alors on a équivalence :

1. Pour tout k € [1,7], cay est racine de P de multiplicité my,

2. 1l eziste @ € K[X] tel que P(X) = Q(X)[[(X — ag)™ et
k=1
Q(ag) # 0 pour tout k € [1,7].

Corollaire 5. Un polynome de degré n = 1 admet au plus n racines
dans K .

Corollaire 6. Si P de degré n admet au moins n + 1 racines
comptées avec multiplicité alors P = 0.

Définition 7. Soit (zo,...,z,) € K" famille d’éléments distincts,

on définit alors la famille de polynomes définis par L;(X) = [ | _ii:?l
oot
pour 0 < ¢ < n observons que Li(xj) = 5i,j'

Théoréme 8. La famille (L;(X))o<i<n est une base de K, [X].

Théoreme 9. Avec les notations précédentes, pour tous scalaires
Yos- - Yn et (zo,...,2,) € K" famille d’éléments distincts, il
existe un unique polynome de degré n tel que P(xj) = y; pour
tout j € [0,n]. Ce polynéme dit interpolateur de Lagrange s’écrit

Définition 10. Un polynome est dit scindé sur K lorsqu’il est

constant ou admet r > 1 racines distinctes dans K de multiplicités
T

respectives myq, ..., m, avec »,my = n. Dans le cas ou tous les m;
k=1

valent 1 on dit qu’il est scindé a racines simples.

Définition 11. On dit que K est algébriquement clos lorsque tout

polynome de K[X] est scindé sur K .

Théoreme 12. (D’Alembert-Gauss) Le corps C est algébriquement
clos.

Définition 13. On appelle polynome dérivé de P noté P’ le po-
lynome P’ = > kap X*1.
k=1

Théoreme 14. S5i K est de caractéristique nulle, alors tout polynome
P de degré inférieur ou égal a n € N vérifie pour tout a € K, P(X) =
Pla) + BG2 P! (a) + -+ BOE PO ).

Proposition 15. Si K est de caractéristique nulle et si P # 0 alors
a € K est racine d’ordre k si et seulement si pour tout i € [1,k — 1]

on a PD(a) =0 et P®(a) # 0

1.2 Polynémes symétriques élémentaires

Définition 16. Un polynome P = Yla; . Xi'...Xi» €
K[X7,... X,] est dit de degré total égal a d si ;.. ;, = 0 pour



n
toute liste (iy,...,4,) € [1,n]" telle que > ip > d et si il existe
k=1

(i1, ...,1,) telle que D i =d et a4, # 0.

k=1
Définition 17. On dit qu'un polynéme P e K[Xy,..., X,] est
symétrique lorsque pour tout o € S, il vérifie P(X,n),..., Xom)) =
P(Xi1,...,X,).

Définition 18. Les polynomes oy, = > Xi, ... X;, pour

I<ii<-<ip<n
k € [1,n] sont appelés polynomes symétriques élémentaires.

Ezemple 19. On a o1, = X2, Xi, 09, = >, X;Xj et opp =
Xi... X )

=1 I<i<j<n

Théoréme 20. Si P e K[ X}, ..., X,] est symétrique, alors il existe
un unique polynome @ € K[Xy,...,X,] tel que P(Xy,...,X,) =
Q(O1ms -3 Onn)-

Proposition 21. Si P(X) = [[(X — ax) est un polynome scindé
=1

de degré supérieur a 1 de K[X], on a alors P(X) = > a, X" % ou
k=0

Qap = (—1)k0n,k(a1, PN ,Ozn).
Théoréme 22. (Formule de Poincaré) Si (Ag)i<k<n Suite fi-
nie d’éléments d’un espace probabilisé, on a alors P(|JAr) =

pHCED)

ISy <-—<ip<n

P(A;, n---nAy).

1.3 Corps de rupture et décomposition

Définition 23. Soit K un corps, P € K[X] irréductible. Une exten-
sion I © K est appelée corps de rupture de P sur K lorsque L est
une extension monogene L = K[a] avec P(«a) = 0.

Théoreme 24. Soit P € K irréductible. Il existe un corps de rupture
de P sur K unique a isomorphisme pres.

Définition 25. Soit P € K[X] de degré n (irréductible ou non). On
appelle corps de décomposition de P sur K une extension Lde K telle
que :

1. Dans L[X], P est produit de polynéme de degré 1 (ou alors P
a toutes ses racines dans L ).

2. Le corps L est minimal pour cette propriété (ou alors les racines
de P engendre L ).

Théoréme 26. Pour tout P € K[X], il existe un corps de
décomposition de P sur K, unique a isomorphisme preés que lon
note Dk (P).

2 Applications

2.1 Irréductibilité

Définition 27. Un polynome P € A[X] est dit irréductible si il n’est
pas inversible et si P = AB avec A, B € A[X] alors A inversible ou
B inversible

FExemple 28. Si A est un corps alors les polynomes de degré 1 sont
les seuls polynomes irréductibles.

Théoréme 29. Soit P € K[X] non nul, alors il se décompose de
maniére unique & 'ordre prés sous la forme P = AP ... P* ou \ €
K*, a; € N* et les P; polynomes distincts unitaires et irréductibles.

Définition 30. Une racine n-ieme primitive de 'unité de K est un
élément ¢ € K tel que (" = 1 et ¢¢ # 1 pour tout d < n. C’est un
générateur de pu,(K) de sorte qu’il y ait p(n) racines primitives de
I'unité, leur ensemble est noté p (K).

Définition 31. Le n-ieme polynome cyclotomique de K est
Cepi (K)

Ezemple 32. Sur Qon a &1(X) = X — 1, (X)) = X + 1, ¢3(X) =

X2+ X +1let Dy(X)=X?+1.

Remarque 33. Si ¢ € p*(K) alors les (¢ avec pged(d,n) = 1.

Le polynome ®,,(X) est unitaire de degré ¢(n).

Proposition 34. On a X™ — 1 = [ [P4(X).
din

Proposition 35. Dans Q on a ©,(X) € Z| X].

Théoréeme 36. Le polynome cyclotomique &, (X) est
wrréductible sur 7 donc sur Q .




Théoreme 37. Soit ¢ € p*(K), alors ®,, est le polynome minimal
de ¢ sur Q .

Corollaire 38. Soit ¢ € p*(K), alors [Q(C) : Q] = p(n).
Définition 39. On définit la fonction de Mébius comme p(1) = 1,
u(n) = (=1)" si n = [ [p; dans sa décomposition en facteurs carrés

=1
et p(n) = 0 sinon.

Théoréme 40. (Mdobius) Soient (up)nens €t (Un)nen+ des
suites réelles alors ¥n € N* u, = Yvg <= Vn e N* v, =

dn
2n(d)us.
dn
On pose P,(X) = X' — X € F,[X] et Uy(p) = {P €
F,[X]|deg(P) = d,irréductible et unitaire} pour tout n € N*
et p premier fixé.

Lemme 41. Tout diviseur irréductible de P, dans F,[X] est
de degré divisant n. Réciproquement pour tout diviseur d de n
tout polynome P € Uy(p) divise P,.

Théoreme 42. Le polynome P, est sans facteur carré dans
Fo[X] et ona XP" — X =T] [] P(X).
dInPely(p)

Théoréme 43. Pour tout entier n € N* on a [U,(p)| =
o 2P

din

.

2.2 Algebre linéaire

Définition 44. On appelle idéal annulateur de u l'idéal I, = {P €
K[X]|P(u) = 0} et polynome minimal de u le générateur unitaire de
cet idéal noté p,,.

Définition 45. Le polynome caractéristique y, € K[X] de u est
défini par det(u — X1d).

Théoreme 46. L’endomorphisme u est trigonalisable sur K | si et
seulement si son polynome caractéristique est scindé sur K .

Théoreme 47. (CNS de diagonalisabilité) Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. L’endomorphisme u est diagonalisable,

2. Le polynome caractéristique de u est scindé sur K de racines
M. Ay dans K | étant de multiplicité o = dim(ker(u —
A ld)),

3. Il existe un polynome annulateur de u scindé a racines simples,

4. Le polynome minimal i, de u est scindé a racines simples.

Proposition 48. (Déterminant Circulant) Soient oy, . .., o, €
K, w=e*" e P =qa,X" '+ -+ X +a ona alors
a1 Qg ... (079
n—1
det | T 2 T P
. . . . i=0
Qg (3 ... (0%}
Applications 49. Soient P = (21, ..., z,) un polynéme a n som-
mets et a,b €]0,1] tels que a + b = 1. La suite vectorielle
définie par Py = P et Pry1 = (apr1 + bpkas - - -, aPrn + bpi1)
ou Pr = (P1,---,Prn) converge vers I'isobarycentre de P.

3 Annexe

FTGUWRE 2: Suke di Fg‘mm

Suite de polygones

Dev 1 : Dénombrement polynomes irréductibles de Fq [A0[4T][42] et
3]
Dev 2 : Suites de polygones
Dev 3 : Polynomes cyclotomiques irréductibles 35| et
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RAPPORT DU JURY :

Dans cette legon, il est indispensable de bien définir 'ordre de
multiplicité d’une racine (définition algébrique et analytique,
quand c’est possible). Les fonctions symétriques élémentaires et
les relations entre coefficients et racines doivent étre maitrisées et
pouvoir étre mises en ceuvre. Des méthodes, méme élémentaires, de
localisation des racines ont toute leur place et peuvent déboucher
sur des résultats de topologie a propos de la continuité des racines.
Il est pertinent d’introduire la notion de polynome scindé et de citer
le théoreme de d’Alembert-Gauss. On peut faire apparaitre le lien
entre la recherche des racines d’un polynome et la réduction des
matrices. Les candidates et candidats peuvent également s’intéresser
aux racines des polynomes orthogonaux, ou aux regles des signes
de Descartes et de Sturm. L’étude des propriétés des nombres
algébriques ont leur place dans cette lecon. La théorie des corps et
le cas particulier des corps finis peuvent aussi étre évoqués de fagon
pertinente.

Les candidates et candidats peuvent aller plus loin en s’intéressant a
des problemes de localisation des valeurs propres, comme les disques
de Gershgorin ou au calcul effectif d’expressions polynomiales
symétriques des racines d’'un polynome. Il ne s’agit par contre en
aucun cas d’adapter le plan de la lecon 141 : l'irréductibilité des
polynomes peut étre évoquée mais ne doit pas étre I'élément central
de la lecon.
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