
Leçon 144 : Racines d’un polynôme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications.

Dans cette leçon, sauf mention contraire, on considère K un corps

et P “
n
ř

k“0

akX
k P KrXs un polynôme.

1 Racines d’un polynôme

1.1 Généralités

Définition 1. On dit que α P K est une racine de P lorsque P pαq “

0.

Proposition 2. Soit a P K, alors a est une racine de P si et seule-
ment si X ´ a divise P dans KrXs.

Définition 3. Soit α P K une racine de P , on dit que α est racine de
multiplicité m P N˚ de P lorsque pX ´ αqm divise P et pX ´ αqm`1

ne divise pas P .

Théorème 4. Soit P non constant, α1, . . . , αr P K et m1, . . . ,mr P

N˚ alors on a équivalence :

1. Pour tout k P J1, rK, αk est racine de P de multiplicité mk,

2. Il existe Q P KrXs tel que P pXq “ QpXq
r

ś

k“1

pX ´ αkqmk et

Qpαkq ‰ 0 pour tout k P J1, rK.

Corollaire 5. Un polynôme de degré n ě 1 admet au plus n racines
dans K .

Corollaire 6. Si P de degré n admet au moins n ` 1 racines
comptées avec multiplicité alors P “ 0.

Définition 7. Soit px0, . . . , xnq P Kn`1 famille d’éléments distincts,

on définit alors la famille de polynômes définis par LipXq “
n

ś

j“0
j‰i

X´xj

xj´xi

pour 0 ď i ď n observons que Lipxjq “ δi,j.

Théorème 8. La famille pLipXqq0ďiďn est une base de KnrXs.

Théorème 9. Avec les notations précédentes, pour tous scalaires
y0, . . . , yn et px0, . . . , xnq P Kn`1 famille d’éléments distincts, il
existe un unique polynôme de degré n tel que P pxjq “ yj pour
tout j P J0, nK. Ce polynôme dit interpolateur de Lagrange s’écrit

P “
n
ř

k“0

ykLkpXq.

Définition 10. Un polynôme est dit scindé sur K lorsqu’il est
constant ou admet r ě 1 racines distinctes dans K de multiplicités

respectives m1, . . . ,mr avec
r

ř

k“1

mk “ n. Dans le cas où tous les mi

valent 1 on dit qu’il est scindé à racines simples.

Définition 11. On dit que K est algébriquement clos lorsque tout
polynôme de KrXs est scindé sur K .

Théorème 12. (D’Alembert-Gauss) Le corps C est algébriquement
clos.

Définition 13. On appelle polynôme dérivé de P noté P 1 le po-

lynôme P 1 “
n
ř

k“1

kakX
k´1.

Théorème 14. Si K est de caractéristique nulle, alors tout polynôme
P de degré inférieur ou égal à n P N vérifie pour tout a P K, P pXq “

P paq `
pX´aq

1!
P 1paq ` ¨ ¨ ¨ `

pX´aqn

n!
F pnqpaq.

Proposition 15. Si K est de caractéristique nulle et si P ‰ 0 alors
a P K est racine d’ordre k si et seulement si pour tout i P J1, k ´ 1K
on a P piqpaq “ 0 et P pkqpaq ‰ 0

1.2 Polynômes symétriques élémentaires

Définition 16. Un polynôme P “
ř

ai1,...,inX
i1
1 . . . X in

n P

KrX1, . . . Xns est dit de degré total égal à d si ai1,...,in “ 0 pour
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toute liste pi1, . . . , inq P J1, nKn telle que
n
ř

k“1

ik ą d et si il existe

pi1, . . . , inq telle que
n
ř

k“1

ik “ d et ai1,...,in ‰ 0.

Définition 17. On dit qu’un polynôme P P KrX1, . . . , Xns est
symétrique lorsque pour tout σ P Sn il vérifie P pXσp1q, . . . , Xσpnqq “

P pX1, . . . , Xnq.

Définition 18. Les polynômes σk,n “
ř

1ďi1ă¨¨¨ăikďn

Xi1 . . . Xik pour

k P J1, nK sont appelés polynômes symétriques élémentaires.

Exemple 19. On a σ1,n “
n
ř

i“1

Xi, σ2,n “
ř

1ďiăjďn

XiXj et σn,n “

X1 . . . Xn.

Théorème 20. Si P P KrX1, . . . , Xns est symétrique, alors il existe
un unique polynôme Q P KrX1, . . . , Xns tel que P pX1, . . . , Xnq “

Qpσ1,n, . . . , σn,nq.

Proposition 21. Si P pXq “
n

ś

k“1

pX ´ αkq est un polynôme scindé

de degré supérieur à 1 de KrXs, on a alors P pXq “
n
ř

k“0

akX
n´k où

ak “ p´1qkσn,kpα1, . . . , αnq.

Théorème 22. (Formule de Poincaré) Si pAkq1ďkďn suite fi-

nie d’éléments d’un espace probabilisé, on a alors Pp
n
Ť

k“1

Akq “

n
ř

k“1

p´1qk´1
ř

1ďi1ă¨¨¨ăikďn

PpAi1 X ¨ ¨ ¨ X Aikq.

1.3 Corps de rupture et décomposition

Définition 23. Soit K un corps, P P KrXs irréductible. Une exten-
sion L Ą K est appelée corps de rupture de P sur K lorsque L est
une extension monogène L “ Krαs avec P pαq “ 0.

Théorème 24. Soit P P K irréductible. Il existe un corps de rupture
de P sur K unique à isomorphisme près.

Définition 25. Soit P P KrXs de degré n (irréductible ou non). On
appelle corps de décomposition de P sur K une extension  Lde K telle
que :

1. Dans LrXs, P est produit de polynôme de degré 1 (ou alors P
a toutes ses racines dans L ).

2. Le corps L est minimal pour cette propriété (ou alors les racines
de P engendre L ).

Théorème 26. Pour tout P P KrXs, il existe un corps de
décomposition de P sur K , unique à isomorphisme près que l’on
note DKpP q.

2 Applications

2.1 Irréductibilité

Définition 27. Un polynôme P P ArXs est dit irréductible si il n’est
pas inversible et si P “ AB avec A,B P ArXs alors A inversible ou
B inversible

Exemple 28. Si A est un corps alors les polynômes de degré 1 sont
les seuls polynômes irréductibles.

Théorème 29. Soit P P KrXs non nul, alors il se décompose de
manière unique à l’ordre près sous la forme P “ λP α1

1 . . . Pαk
k où λ P

K˚, αi P N˚ et les Pi polynômes distincts unitaires et irréductibles.

Définition 30. Une racine n-ième primitive de l’unité de K est un
élément ζ P K tel que ζn “ 1 et ζd ‰ 1 pour tout d ă n. C’est un
générateur de µnpKq de sorte qu’il y ait φpnq racines primitives de
l’unité, leur ensemble est noté µ˚

npKq.

Définition 31. Le n-ième polynôme cyclotomique de K est
ΦnpXq

ś

ζPµ˚
npKq

pX ´ ζq.

Exemple 32. Sur Q on a Φ1pXq “ X ´ 1, Φ2pXq “ X ` 1, Φ3pXq “

X2 ` X ` 1 et Φ4pXq “ X2 ` 1.

Remarque 33. Si ζ P µ˚
npKq alors les ζd avec pgcdpd, nq “ 1.

Le polynôme ΦnpXq est unitaire de degré φpnq.

Proposition 34. On a Xn ´ 1 “
ś

d|n

ΦdpXq.

Proposition 35. Dans Q on a ΦnpXq P ZrXs.

Théorème 36. Le polynôme cyclotomique ΦnpXq est
irréductible sur Z donc sur Q .
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Théorème 37. Soit ζ P µ˚
npKq, alors Φn est le polynôme minimal

de ζ sur Q .

Corollaire 38. Soit ζ P µ˚
npKq, alors rQpζq : Qs “ φpnq.

Définition 39. On définit la fonction de Möbius comme µp1q “ 1,

µpnq “ p´1qr si n “
r

ś

i“1

pi dans sa décomposition en facteurs carrés

et µpnq “ 0 sinon.

Théorème 40. (Möbius) Soient punqnPN˚ et pvnqnPN˚ des
suites réelles alors @n P N˚, un “

ř

d|n

vd ðñ @n P N˚, vn “

ř

d|n

µpdqun
d
.

On pose PnpXq “ Xpn ´ X P FprXs et Udppq “ tP P

FprXs| degpP q “ d, irréductible et unitaireu pour tout n P N˚

et p premier fixé.

Lemme 41. Tout diviseur irréductible de Pn dans FprXs est
de degré divisant n. Réciproquement pour tout diviseur d de n
tout polynôme P P Udppq divise Pn.

Théorème 42. Le polynôme Pn est sans facteur carré dans
FprXs et on a Xpn ´ X “

ś

d|n

ś

PPUdppq

P pXq.

Théorème 43. Pour tout entier n P N˚ on a |Unppq| “
1
n

ř

d|n

µpn
d
qpd.

2.2 Algèbre linéaire

Définition 44. On appelle idéal annulateur de u l’idéal Iu “ tP P

KrXs|P puq “ 0u et polynôme minimal de u le générateur unitaire de
cet idéal noté µu.

Définition 45. Le polynôme caractéristique χu P KrXs de u est
défini par detpu ´ XIdq.

Théorème 46. L’endomorphisme u est trigonalisable sur K , si et
seulement si son polynôme caractéristique est scindé sur K .

Théorème 47. (CNS de diagonalisabilité) Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. L’endomorphisme u est diagonalisable,

2. Le polynôme caractéristique de u est scindé sur K de racines
λ1, . . . , λp dans K , étant de multiplicité αk “ dimpkerpu ´

λkIdqq,

3. Il existe un polynôme annulateur de u scindé à racines simples,

4. Le polynôme minimal µu de u est scindé à racines simples.

Proposition 48. (Déterminant Circulant) Soient α1, . . . , αn P

K, ω “ e2iπ{n et P “ αnX
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` α2X ` α1 on a alors

det

¨

˚

˚

˝

α1 α2 . . . αn

αn α1 . . . αn´1
... . . . . . .

...
α2 α3 . . . α1

˛

‹

‹

‚

“
n´1
ś

i“0

P pωiq

Applications 49. Soient P “ pz1, . . . , znq un polynôme à n som-
mets et a, b Ps0, 1r tels que a ` b “ 1. La suite vectorielle
définie par P0 “ P et Pk`1 “ papk,1 ` bpk,2, . . . , apk,n ` bpk,1q
où Pk “ ppk,1, . . . , pk,nq converge vers l’isobarycentre de P .

3 Annexe

Suite de polygones

Dev 1 : Dénombrement polynômes irréductibles de Fq 40,41,42 et
43
Dev 2 : Suites de polygones 48
Dev 3 : Polynômes cyclotomiques irréductibles 35 et 36
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RAPPORT DU JURY :
Dans cette leçon, il est indispensable de bien définir l’ordre de
multiplicité d’une racine (définition algébrique et analytique,
quand c’est possible). Les fonctions symétriques élémentaires et
les relations entre coefficients et racines doivent être mâıtrisées et
pouvoir être mises en œuvre. Des méthodes, même élémentaires, de
localisation des racines ont toute leur place et peuvent déboucher
sur des résultats de topologie à propos de la continuité des racines.
Il est pertinent d’introduire la notion de polynôme scindé et de citer
le théorème de d’Alembert-Gauss. On peut faire apparâıtre le lien
entre la recherche des racines d’un polynôme et la réduction des
matrices. Les candidates et candidats peuvent également s’intéresser
aux racines des polynômes orthogonaux, ou aux règles des signes
de Descartes et de Sturm. L’étude des propriétés des nombres
algébriques ont leur place dans cette leçon. La théorie des corps et
le cas particulier des corps finis peuvent aussi être évoqués de façon
pertinente.

Les candidates et candidats peuvent aller plus loin en s’intéressant à
des problèmes de localisation des valeurs propres, comme les disques
de Gershgorin ou au calcul effectif d’expressions polynomiales
symétriques des racines d’un polynôme. Il ne s’agit par contre en
aucun cas d’adapter le plan de la leçon 141 : l’irréductibilité des
polynômes peut être évoquée mais ne doit pas être l’élément central
de la leçon.
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