Lecon 141 : Polynomes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications.

Dans cette lecon on considére A un anneau unitaire intégre com-
mutatif et K un corps.

1 Irréductibilité dans A[X]

1.1 Définitions et propriétés

Définition 1. Un polynome P € A[X] est dit irréductible si il n’est
pas inversible et si P = AB avec A, B € A[X] alors A inversible ou
B inversible

Exemple 2. Si A est un corps alors les polynomes de degré 1 sont les
seuls polynomes irréductibles.

Définition 3. Pour P = a, X"+ - -+ay € A[X] on définit le contenu
de P noté ¢(P) = pged(ag, . . ., a,) modulo les inversibles de A. On
dit que P est primitif lorsque ¢(P) = 1.

Lemme 4. Pour P,Q € A|X] on a ¢(PQ) = ¢(P)c(Q) modulo
les inversibles.

Proposition 5. Les polynomes irréductibles de A[X] sont les
constantes de A irréductibles dans A et les polynomes P € A[X]
avec deg P = 1, primitifs et irréductibles dans Frac(A)[X].

Exemple 6. Les polynomes irréductibles de Z[X] sont les entiers
premiers et leurs opposés et les polynomes P de degré supérieur ou
égal a 1, primitifs et irréductibles dans Q[X].

Théoreme 7. Soit P € K[X], les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. K[X]/(P) est un corps,

2. L’anneau K[X]/(P) est intégre,

3. P est irréductible.

1.2 Criteres d’irréductibilité

Proposition 8. Soit P € A[X] non constant, si P est
réductible dans K[X], alors il existe Q,R € A[X] non
constants tels que P = QR.

Proposition 9. Soient P,Q € K[X] unitaires non constants
tels que PQ € A[X] alors P,Q € A[X].

Théoréme 10. (Critéere d’Fisenstein) Soit A anneau factoriel
et K son corps des fractions. Soit P(X) = a, X™ + -4+ ag €
A[X] et p e A irréductible. Si on a les conditions suivantes :
1. p1ay,,
2. pla; pourie{0,...,n—1},
3. p*fa
Alors P est irréductible dans K[X]| (donc si pged(a;) = 1 il
Uest dans A[X]).

Exemple 11. Pour p premier dans N, XP~t + ... + X + 1 est
irréductible sur 7Z .
Pour tout n € N* le polynome X™ — 2 est irréductible sur 7Z .

Remarque 12. Le deuxieme exemple nous donne l'existence d’ex-
tensions de Q de n’importe quel degré puis l'existence des nombres
transcendants sur R .

Théoréme 13. (Réduction) Soient A un anneau factoriel et K son
corps des fractions, I idéal premier de A et B = A/l intégre de
corps des fractions L. Soit P(X) = a, X" + -+ +ag € A[X] et P
sa réduction modulo I. On suppose que @, # 0 dans B. Si P est
irréductible sur B ou L alors P est irréductible sur K .

Exemple 14. Si A = Z et I = (p) avec p premier alors B = [, est
un corps. Par exemple X3 +462X? + 2433X — 67691 est irréductible
sur Z en réduisant modulo 2 dans Fs.



2 Théorie des corps

2.1 Généralités

Définition 15. Soient K et I des corps. On dit que L est une ex-
tension de K lorsque K < L.

Théoréme 16. (Base télescopique) Soient K < L. ¢ M des corps ,
(€i)ier une base de L sur K, (f;);es une base de Ml sur L . Alors la
famille (e; f;)jerxs est une base de M sur K .

Corollaire 17. (Multiplicativité du degré) Dans la situation
précédente on o [M : K] = [M : L][L : K].

Définition 18. Soit a € L et soit ¢, : K[X] — L défini par ¢ax =
idg et ¢o(X) = a.

Si ce morphisme est injectif on dit que « est transcendant sur K .
Sinon il est dit algébrique sur K .

Définition 19. Soit « € LL algébrique sur K | ker(¢,) est un idéal
non nul de K[X] qui est principal. Il existe donc un unique polynome
unitaire de K[X] général de ker(¢,). Il est appelé polynéme minimal
de a sur K et noté m, k.

Ezemple 20. Les nombres e et 7 sont transcendants sur Q (mais pas
sur R ). Les nombres /5,7, V/2 sont algébriques sur Q et 7 z(X) =
X? =5, m(X) = X?+1let mgp(X) = X° —2.

Proposition 21. Soit o« € L algébriqgue sur K. Alors m,x est
irréductible dans K[X].

Définition 22. Soit K un corps, P € K[X] irréductible. Une exten-
sion . © K est appelée corps de rupture de P sur K lorsque L est
une extension monogene L = K[a] avec P(a) = 0.

Théoreme 23. Soit P € K irréductible. Il existe un corps de rupture
de P sur K unique a isomorphisme preés.

Définition 24. Soit P € K[X] de degré n (irréductible ou non).
On appelle corps de décomposition de P sur K une extension L de
K telle que :

1. Dans L[X], P est produit de polynome de degré 1 (ou alors P
a toutes ses racines dans L ).

2. Le corps L est minimal pour cette propriété (ou alors les racines
de P engendre L ).

Théoréeme 25. Pour tout P € K[X], il existe un corps de
décomposition de P sur K , unique a isomorphisme pres que l'on
note Dg(P).

Exemple 26. Dans Q, X? — 2 a pour corps de décomposition

Q(V2,).

2.2 Corps finis

Définition 27. Soit ¢ : Z - K ; n — 1+ --- + 1 morphisme
d’anneau. Son noyau est un idéal premier de Z de la forme pZ avec

p premier ou p = 0. Ce nombre est appelé caractéristique de K noté
car(K)

Remarque 28. Si car(K) = 0 alors K contient Z (et Q) donc est
infini.

Si K est fini alors car(K) > 0, son sous corps premier est Z/pZ := F,
et |K| = p™.

Proposition 29. Soit K un corps fini de caractéristique p et de car-
dinal ¢ = p™ on a :

1. Si L est une extension finie de K , alors il existe o € L tel que
L = K[a].

2. St M est un sous corps de K alors [M| = p

™ qvec m divise n.

3. Soit dn alors il existe un unique sous corps M de K tel que
IM| = p?. On a M = {z € K|a?" = 2} et M est isomorphe d Fpa.

Exemple 30. Fy = Fo[ X]/(X?2 + X +1) et Fg =~ F3[X]/(X?+ X —1)

Proposition 31. Soit K corps fini de cardinal q, K une cléture
algébrique et m € N*. Alors il existe une unique extension IL de

K telle que [L : K| = m, de plus |L| = ¢™ et L = {zx € K|2?" = 2}.
Proposition 32. Pour tout m,n € N* on a Fpn < Fpm <= n|m.
Lemme 33. Le polynome XP — X — 1 est irréductible sur I, .

Théoréme 34. Soit P € K[ X] de degré n € N* alors P irréductible
st et seulement st P n’a pas de racines dans les extensions de K de
degré inférieur ou égal a n/2.

Exemple 35. X* + X + 1 est irréductible sur F,.



2.3 Dénombrement des polynoémes irréductibles de F,

Définition 36. On définit la fonction de Mébius comme p(1) = 1,

u(n) = (—=1)" si n = [[p; dans sa décomposition en facteurs carrés
i=1
et p(n) = 0 sinon.

Théoreme 37. (Mdébius) Soient (up)pen+ €t (Un)nenx des
suites réelles alors Vn € N* u, = Yvg < Vn e N* v, =

din
Sy dyus.

dn

On pose P,(X) = X?" — X € F,[X] et Uy(p) = {P €
F,[X]|deg(P) = d,irréductible et unitaire} pour tout n € N*
et p premier fixé.

Lemme 38. Tout diviseur irréductible de P, dans F,[X] est
de degré divisant n. Réciproquement pour tout diviseur d de n
tout polynome P € Uy(p) divise P,.

Théoreme 39. Le polynome P, est sans facteur carré dans
F[X] etona X" —X =]] ] P(X).
d|nPely(p)

Théoréme 40. Pour tout entier n € N* on a [U,(p)| =

%dZu(%)pd'

3 Polynémes cyclotomiques

Définition 41. Une racine n-ieme primitive de I'unité de K est un
élément ¢ € K tel que (" = 1 et (¢ # 1 pour tout d < n. C’est un
générateur de u,(K) de sorte qu’il y ait ¢(n) racines primitives de
I'unité, leur ensemble est noté pf (K).

Définition 42. Le n-ieme polynome cyclotomique de K est
®,(X) I (X =0

Cepr (K)
Ezxemple 43. Sur Qon a ®1(X) =X — 1, (X)) = X + 1, P3(X) =
X2+ X +1let Oy(X)=X?+1.
Remarque 44. Si ¢ € p*(K) alors les (¢ avec pged(d,n) = 1.
Le polynome ®,(X) est unitaire de degré ¢(n).

Proposition 45. On a X™ — 1 = [ [®4(X).
dln

Proposition 46. Dans Q on a ®,(X) € Z[ X].

Théoréeme 47. Le polynéme cyclotomique &, (X) est
wrréductible sur Z donc sur Q .

Théoréme 48. Soit ¢ € p*(K), alors ®,, est le polynéme minimal
de ( sur Q .

Corollaire 49. Soit € p(K), alors [Q(¢) : Q] = ¢(n).

Dev 1 : Dénombrement des polynémes irréductibles de Fp
et

Dev 2 : Eisenstein (8] [9] et
Dev 3 : Polynomes cyclotomiques irréductibles [46] et
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RAPPORT DU JURY :

Les généralités sur les algebres de polynomes a une variable sont
supposées connues. Le bagage théorique permettant de définir corps
de rupture et corps de décomposition doit étre présenté. Ces notions
doivent étre illustrées dans différents types de corps (réels, rationnels,
corps finis) ; les corps finis peuvent étre illustrés par des exemples de
polynomes irréductibles de degré 2, 3, 4 sur F2 ou F3. Il est nécessaire
de présenter des criteres d’irréductibilité de polynomes et les po-
lynomes minimaux de quelques nombres algébriques, par exemple
les polynomes cyclotomiques. Le théoreme de la base télescopique,
ainsi que les utilisations arithmétiques (utilisation de la divisibilité)
que 'on peut en faire dans ’étude de l'irréductibilité des polynomes
sont incontournables. Des applications du corps de décomposition
doivent étre mentionnées, par exemple en algebre linéaire.



Pour aller plus loin, on peut montrer que ’ensemble des nombres
algébriques sur le corps Q des rationnels est un corps algébriquement
clos, s'intéresser aux nombres constructibles a la regle et au compas,
et éventuellement s’aventurer en théorie de Galois.
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