Lecon 123 : Corps finis. Applications

1 Construction

1.1 Rappels sur les extension de corps

Définition 1. Soient K et I des corps. On dit que L. est une exten-
sion de K lorsque K < L.

Théoréme 2. (Base télescopique) Soient K < . ¢ M des corps ,
(€i)ier une base de L sur K , (f;);es une base de Ml sur L . Alors la
famille (e; f;)jerxs est une base de M sur K .

Corollaire 3. (Multiplicativité du degré) Dans la situation
précédente on o [M : K] = [M : L][L : K].

Définition 4. Soit K un corps, P € K[X] irréductible. Une exten-
sion I © K est appelée corps de rupture de P sur K lorsque L est
une extension monogene L = K[a] avec P(«a) = 0.

Théoreme 5. Soit P € K irréductible. Il existe un corps de rupture
de P sur K unique a isomorphisme pres.

Définition 6. Soit P € K[X] de degré n (irréductible ou non). On
appelle corps de décomposition de P sur K une extension I de K telle
que :
1. Dans L[X], P est produit de polynéme de degré 1 (ou alors P
a toutes ses racines dans L ).

2. Le corps L est minimal pour cette propriété (ou alors les racines
de P engendre L ).

Théoreme 7. Pour tout P e K[X], il existe un corps de
décomposition de P sur K, unique a isomorphisme pres que l'on
note Dg(P).

1.2 Existence et unicité

Définition 8. Soit ¢ : Z — K ; n +— 1+4---+1 morphisme d’anneau.
Son noyau est un idéal premier de Z de la forme pZ avec p premier
ou p = 0. Ce nombre est appelé caractéristique de K noté car(K)

Remarque 9. Si car(K) = 0 alors K contient Z (et Q ) donc est infini.
Si K est fini alors car(K) > 0, son sous corps premier est Z/pZ :=F,
et |K| = p".

Proposition 10. Soit K un corps de caractéristique p > 0. L’ap-
plication F' : K — K ; x — aP est un morphisme de corps appelé
morphisme de Frobenius.

Théoreme 11. S5i K est fini c’est un automorphisme et si K = T,
c’est lidentité.

Théoreme 12. Soit p premier et n € N*, on pose ¢ = p™. Il existe
un corps K a g éléments, unique a isomorphisme pres noté F, =
Dy, (X9 - X).

Théoréme 13. Le groupe multiplicatif Fy; est cyclique d’ordre g —1.

2 Propriétés

2.1 Inclusions et automorphismes

Théoréeme 14. (Wedderburn) Tout corps fini est commutatif.
Proposition 15. Soit K un corps fini de caractéristique p et de car-
dinal ¢ = p™ on a :
1. §i L est une extension finie de K , alors il existe o € I tel que
L = K[a].
2. St M est un sous corps de K alors |M| = p™ avec m divise n.

3. Soit dn alors il existe un unique sous corps M de K tel que
IM| = p?. On a M = {z € K|z = 2} et M est isomorphe d F .

Proposition 16. Soit K corps fini de cardinal q, K une cloture
algébrique et m € N*. Alors il existe une unique extension L de
K telle que [ : K] = m, de plus |L| = ¢™ et L = {z € K|z?" = z}.

Proposition 17. Pour tout m,n € N* on a Fpn < Fym < n|m.



2.2 Carrés dans F,

Pour ¢ = p™ on pose IF?I ={zeF,|dyeF,x=y*}et IF;Q = FngF:’;.

Proposition 18. Pour p = 2 on a F2 = F,. Sinon on a [F2| = <2
et |F3?| = Q;Ql

Proposition 19. Pourp >2 on ax e IF‘;‘Q — % =1.
Corollaire 20. Pourp > 2 ona—1¢€ ]F‘;]“2 — (—1)(1%1 =1 <

%pairﬁ g=1 mod 4.

Application 21. 1l existe une infinité de nombre premier de la forme
4m + 1.

3 Applications a l’irréductibilité des polynomes

Théoreme 22. (Critére d’Eisenstein) Soit A anneau factoriel et
K son corps des fractions. Soit P(X) = a, X" + --- 4+ ag € A[X] et
p € A irréductible. Si on a les conditions suivantes :

1. ptay,

2. pla; pourief{0,...,n—1},

3. p*fa

Alors P est irréductible dans K[ X] (donc si pged(a;) = 1 il lest dans
A[X]),

Ezemple 23. Pour p premier dans N, XP~t + ... + X + 1 est
irréductible sur Z .
Pour tout n € N* le polynome X™ — 2 est irréductible sur 7Z .

Remarque 24. Le deuxieme exemple nous donne l'existence d’ex-
tensions de Q de n’importe quel degré puis l'existence des nombres
transcendants sur R .

Théoreme 25. (Réduction) Soient A un anneau factoriel et K son
corps des fractions, I idéal premier de A et B = A/l intégre de
corps des fractions E. Soit P(X) = a, X" + --- +ag € A[X] et P
sa réduction modulo I. On suppose que @, # 0 dans B. Si P est
wrréductible sur B ou L alors P est irréductible sur K .

Exemple 26. Si A = Z et I = (p) avec p premier alors B = I, est
un corps. Par exemple X3 + 462X? + 2433X — 67691 est irréductible
sur Z en réduisant modulo 2 dans Fs.

Lemme 27. Le polynome XP — X — 1 est irréductible sur I, .

Théoréme 28. Soit P € K[X] de degré n € N* alors P irréductible
st et seulement st P n’a pas de racines dans les extensions de K de
degré inférieur ou égal a n/2.

Exemple 29. X* + X + 1 est irréductible sur Fy.

Définition 30. Une racine n-ieme primitive de 'unité de K est un
élément ¢ € K tel que ¢" = 1 et ¢¢ # 1 pour tout d < n. C’est un
générateur de pu,(K) de sorte qu’il y ait ¢(n) racines primitives de
I'unité, leur ensemble est noté p (K).

Définition 31. Le n-ieme polynome cyclotomique de K est

®,(X) II (X=0).

¢ep; (K)

Remarque 32. Si ¢ € p*(K) alors les ¢ avec pged(d,n) = 1.
Le polynome ®@,,(X) est unitaire de degré ¢(n).

Proposition 33. On a X" — 1 = [[P4(X).
dln

Proposition 34. Dans Q on a ®,(X) € Z| X].

Théoréeme 35. Le polynome cyclotomique &, (X) est
wrréductible sur 7 donc sur Q .

4 Dénombrement sur les corps finis

4.1 Sur les espaces de matrices

p
Lemme 36. Pour tout entier p € {1,...,n} il y [[(¢" — ¢*') =
k=1

p(p—1) n . , ..

q 2 [T (¢" — 1) familles formées de p vecteurs linéairement
k=n—p+1

indépendants dans un Iy espace vectoriel de dimension n.

Théoreme 37. Pour tout F, espace vectoriel E on a :

1. card(GL(E)) = kﬁ (" —¢* ") = q"(’é”kﬁ (" —1)
=1 =1

n(n—1)

2. card(SL(E)) = q“lkliw — Y = T - 1)

k=2




On note D, (F,) 'ensemble des matrices diagonalisables de taille
n de [Fy, .

Lemme 38. On a D,(F,) = {Ae GL,(F,)|A? = A}.

q—1
Lemme 39. Pour tout A € D,(F,;) on aF} = @ ker(A—A\.1,,)
k=1

ou A sont les valeurs propres de A.

q—1
Définition 40. On pose F = {(Ey,...,E,1)|[F; = @DE} et
k=1
-F(nl ,,,,, Ng—1) — {(El, ... 7Eq—1) € .F‘ dln’l(Ez)

ce qui nous donne une partition de F.

=n;,l <i < q—1}

Lemme 41. L’application ¢ : D,(F,) — F ; A — (ker(A —
Mly), .. ker(A—N,_11,,)) est bijective.

Lemme 42. Pour (ng)i<k<q1 € NOU fizé tel que
GL(]FZ) X F(nl ,,,,, Ng—1) -

1
‘F(m,--.,anl) ) (g7 (Ela S 7Eq*1)) — (g(E1>, S 7g<E(1*1) définat
une action transitive de GL(Fy) vers Fin,.,...n,_1)

q—1
dng = n lapplication
ke

q—1
Lemme 43. Pour (ny)1<k<q—1 € NO71 fivé tel que >.np = n
k=1
et (Bk)ick<q—1 € Flny,mg_y), le stabilisateur de (Ex)i<k<q—1

q—1
est de cardinal |]card GL(Ey)) et card(Fp,.. . n,.) =
card(GLn(Fy)) h

qg—1
[T card(GL(EY))
k=1

Théoréme 44. Avec la convention card(GLo(F,)) =0 on a :

card(GL,,(F,
D (GLy(E,))

card(D,,(Fy)) = card(GLy, (F,)) ... card(GL,, ,(F,))

(M1yeees nq_leNq—l
nyptotng_1=n

4.2 Polyndémes irréductibles de F,

Définition 45. On définit la fonction de Mobius comme p(1) = 1,

.,
pu(n) = (=1)" si n = [ [p; dans sa décomposition en facteurs carrés
i=1
et pu(n) = 0 sinon.

s ~

Théoréeme 46. (Mdbius) Soient (up)nens €t (Vn)nen+ des
suites réelles alors ¥n € N* u, = Yvg <= Vn e N* v, =

din
Z‘],u(d)u%.
din

On pose P,(X) = X" — X € F,[X] et Uy(p) = {P €
F,[X]|deg(P) = d,irréductible et unitaire} pour tout n € N*
et p premier fixé.

Lemme 47. Tout diviseur irréductible de P, dans F,[X] est
de degré divisant n. Réciproquement pour tout diviseur d de n
tout polynome P € Uy(p) divise P,.

Théoreme 48. Le polynome P, est sans facteur carré dans
Fp[X] et on a XP" — X =1] [] P(X).
dlnPely(p)

Théoréme 49. Pour tout entier n € N* on a [U,(p)| =

%;u(ﬁ)pd-
d|n

Dev 1 : Dénombrement des matrices diagonalisables de Fq |39 et

(T2} [3] et [14]
Dev 2 : Dénombrement des polynémes irréductibles de Fp

et 49
Dev 3 : Polynomes cyclotomiques irrédutibles [34] et
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RAPPORT DU JURY :

La construction des corps finis doit étre connue et une bonne
maitrise des calculs dans les corps finis est indispensable. Le calcul
des degrés des extensions, le théoreme de la base télescopique, les in-
jections des divers Fq sont incontournables. La structure du groupe
multiplicatif doit aussi étre connue. Des applications des corps finis
(y compris pour Fq avec q non premier!) ne doivent pas étre ou-
bliées. Par exemple, I’étude de polynomes a coefficients entiers et de
leur irréductibilité peut figurer dans cette lecon. L’étude des carrés
dans un corps fini et la résolution d’équations de degré 2 sont des
pistes intéressantes.

Les candidates et candidats peuvent aller plus loin en détaillant des
codes correcteurs ou en étudiant l'irréductibilité des polynomes a
coefficients dans un corps fini.
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