Legon 120 : Anneaux Z/nZ. Applications.

1 Constructions et propriétés

1.1 Congruences

Théoréme 1. (Division euclidienne) Soient a € Z et b € N*, alors
il existe un unique couple (q,r) € Z x N tel que a = bq + r avec
0<r<b-1

Définition 2. Soit n € N et a,b € Z. On dit que a est congru a b
modulo n lorsque n divise b — a. On note alors a = b mod (n)

Proposition 3. Cette relation de congruence modulo n est une rela-
tion d’équivalence sur Z et pour tout a € Z on pose @ = {a+qn | q€
Z} sa classe d’équivalence.

Définition 4. On pose Z/nZ 'ensemble des classes d’équivalence
modulo n. On désigne alors la surjection canonique m, : Z —
Z/nZ ; k — k.

Théoréme 5. Pour tout entier naturel non nul n, on a Z/nZ =
{0,1,...,n— 1}. Cet ensemble est de cardinal n et en bijection avec
I’ensemble de tous les restes possibles dans la division euclidienne
par n.

Proposition 6. Soient a,b,c,d € Z tels quea=b mod (n) etc=d
mod (n) alors a4+ c=b+d mod (n) et ac=bd mod (n).

Théoreme 7. Pour n = 2, il existe une unique structure d’anneau
commutatif unitaire sur Z/nZ telle que la surjection canonique T,
soit un morphisme d’anneau.

Théoréme 8. Pour tout n = 2, tous les sous groupes de Z/nZ sont
cyclique d’ordre qui divise n. Réciproquement pour tout diviseur d de
n, il existe un unique sous groupe de Z/nZ d’ordre d, c’est le groupe

cyclique H = {g) = {0,q,...,(d — 1)g} avec q = 2.

1.2 Le groupe (Z/nZ)* et fonction indicatrice d’Euler

Ezemple 9. Pour n =0 on a Z* = {—1, 1} et pour n = 1 'ensemble
Z)Z = {0} n’est pas un anneau.
Théoreme 10. Soit a € 7Z, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. @ est inversible dans Z/nZ ,

2. a est premier avec n, a est générateur du groupe cyclique

(Z/nZ,+).

Corollaire 11. Ainsi les diviseurs de 0 de Z/nZ sont les éléments
nt nuls ni générateurs.

Exemple 12. Les inversibles de Z/87Z sont {1,3,5,7} et les diviseurs
de zéros sont {2,4,6}.

Corollaire 13. Soit G un groupe. Si G est monogéne infini alors
G = Z. Siil est cyclique d’ordre n alors G =~ Z/nZ.

Définition 14. On appelle fonction indicatrice d’Euler la fonction
qui a tout n € N* associe le nombre ¢(n) d’entiers entre 1 et n qui
sont premiers avec n.

Ezemple 15. Si p premier alors ¢(p) =p — 1.

Théoréme 16. (Euler) Pour tout entier a € Z premier avec n on a
a?™ =1 mod (n).

Théoréme 17. (Fermat) Soit p premier, pour tout a € Z premier
avec p on a a’ ' =1 mod (p).

Théoréme 18. Pour tout entier n =2 on an = Y,p(d).
dln

1.3 Anneau Z/nZ

Proposition 19. Les idéaux de Z/nZ sont les dZ/nZ ot d|n et d ¢
{L,n}. De plus (dZ/nZ,+) = (Z/5Z, +).

Corollaire 20. L’anneau Z/nZ est principal.
Proposition 21. L’ensemble des générateurs de Z/nZ est (Z/nZ)* .




1.4 Cas des Z/pZ

Théoreme 22. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Z/nZ est un corps,
2. Z/nZ intégre,
3. n est premier.

Corollaire 23. Le groupe des inversible (Z/pZ)* = Z/(p — 1)Z est
donc cyclique.

FExemple 24. Pour n non premier c¢’est totalement faux, par exemple

(Z/8Z)* = {1,3,5,7} n’a que 4 éléments.

Corollaire 25. St p = 2 premier et G un p-groupe opérant sur
un ensemble X fini, alors | X% = |X| mod p

Corollaire 26. Soit G un groupe fini qui opére sur lui méme
par conjugaison, en notant Q(xy),...,Q(z,) toutes les orbites
2 a 2 distinctes, on a :

_ Y _ e
G| = 12(G)| + Z Q)| = |Z(G)] + Z Staba]]
1Q(z;) =2 [Q(z;) =2

Théoreme 27. Pour tout nombre premier p, le centre d’un
p-groupe n’est pas réduit a {1}.

Théoréme 28. Tout groupe d’ordre p? avec p premier est com-
mutatif. Il est isomorphe soit a Z/p*Z soit o Z/pZ x 7/ pZ.

Proposition 29. Soit p premier impair, si G groupe d’ordre 2p alors
G est isomorphe soit a Z/2pZ soit a Day,.

2 Applications

2.1 Théoréme des restes chinois

Lemme 30. Soit (ny,...,n,) € N suite d’entiers strictement plus
grand que 1. Si les n; sont 2 a 2 premiers entre eux alors leur ppcm
'

est [ [n;. Sinon il est strictement inférieur.
i=1

Théoreme 31. (Chinois) Soient nq,...,n, € N stric-
tement plus grand que 1 et n leur produit. Les en-
tiers nq,...,n, sont premiers entre euxr Si et seulement

si les anneaur Z/nZ et |[Z/n;Z sont isomorphes. Dans
j=1

est

Z/n7 — ﬁZ/an
(k) — (m(k),... 7 (k))

un isomorphisme d’anneauz dont linverse est : !
T

Z/n;Z — Z/nZ
=1

ce cas, lapplication ) :

J

(m1(ar),s - (@) — @launﬂ)

T
sont tels que ]gluj% =1

ot les (ug,...,u,)

2.2 Equations diophantiennes

Définition 32. On appelle équation diophantienne dans Z une
équation de la forme ax = b mod (n) avec a € N* et b€ Z.

Théoréme 33. L’équation diophantienne ax = b mod (n) admet
des solutions entieres si et seulement § = pged(a,n) divise b. Dans
ce cas, en notant a = da’, b = 0b’ et n = én’, ’ensemble des solutions
est alors S = {V'xy + kn' | k € Z} ou x{, est une solution de o'z =1
mod (n').

Corollaire 34. Pour un systéeme d’équations diophantiennes k = a;
mod (n;) pour 1 < j < r.. Lorsque les ny,...,n, sont deur & deux
premiers entre eutz, cela revient a trouver l'antécédent dans Z/nZ de
(m1(ar),...,m-(a.)) par lisomorphisme 1 défini dans le théoréme

_ T

Chinois. Cet antécédent estky ot ko = Y, a;u;m;. Les autres solutions
i=1

sont donc les k = ko + qn avec q € 7.

r N

k=2 mod (4)
Ezemple 35. Les solutions du systeme < k=3 mod (5) sont
k=1 mod (9)

les k = 118 + 180q avec q € Z.




2.3 Polynoémes cyclotomiques

Définition 36. Une racine n-ieme primitive de I'unité de K est un
élément ¢ € K tel que (" = 1 et (¢ # 1 pour tout d < n. C’est un
générateur de u,(K) de sorte qu’il y ait p(n) racines primitives de
I'unité, leur ensemble est noté 1 (K).

Définition 37. Le n-ieme polynome cyclotomique de K est

©,(X) [ (X=0).

Cep (K)

Remarque 38. Si ¢ € p*(K) alors les (¢ avec pged(d,n) = 1.
Le polynome ®,,(X) est unitaire de degré ¢(n).

Proposition 39. On a X™ — 1 = [ [®4(X).
dn

Proposition 40. Dans Q on a ®,(X) € Z[X].

Théoréeme 41. Le polynome cyclotomique ®,(X) est
wrréductible sur 7. donc sur Q .

Dev 1 : Classification des groupes d’ordre p? et
Dev 2 : Théoreme des restes chinois B1] et

Dev 3 : Polynémes cyclotomiques irréductibles [40] et
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RAPPORT DU JURY :
Il est attendu de construire rapidement Z/nZ, puis d’en décrire les
éléments inversibles, les diviseurs de zéro et les idéaux. Ensuite, le
cas ou 'entier n est un nombre premier doit étre étudié. La fonction
indicatrice d’Euler ainsi que le théoreme chinois et sa réciproque
sont incontournables. Il est naturel de s’intéresser a la résolution des
systemes de congruences. Les applications sont tres nombreuses. Les
candidates et candidats peuvent, par exemple, choisir de s’intéresser

a la résolution d’équations diophantiennes (par réduction modulo n
bien choisi) ou bien au cryptosysteme RSA. Si des applications en
sont proposées, 1’étude des morphismes de groupes de Z/nZ dans
Z/mZ ou le morphisme de Frobenius peuvent figurer dans la legon.
Pour aller plus loin, les candidates et candidats peuvent poursuivre
en donnant une généralisation du théoreme chinois lorsque deux
éléments ne sont pas premiers entre eux, s’intéresser au calcul ef-
fectif des racines carrées dans Z/nZ, au logarithme discret, ou & la
transformée de Fourier rapide.
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