Lecon 105 : Groupe des permutations d'un ensemble fini. Applications

Dans cette lecon on considere E un ensemble fini ayant au moins
2 éléments.

1 Généralités

1.1 Permutations et groupe symétrique

Définition 1. Le groupe S(F) des bijections de E sur lui méme est
appelé groupe des permutations de F.

Remarque 2. Pour E = {1,...,n} on note S,, = S(E) appelé groupe
symétrique a n éléments.

Définition 3. Soit 2 < r < |E|. On appelle r-cycle toute per-
mutation ¢ € S(F) qui permute circulairement r éléments et

laisse fixe les autres. C’est-a-dire qu'il existe {x1,...,z,} < E telle
que : Vk € {1,...,r — 1},0(zx) = g1 ; olx,) = 1 ; Vo €
E\{zy...,z.},0(z) = . On notera un tel cycle (z1,...,x,).

Proposition 4. Lnverse d’un r-cycle est un r-cycle, précisément
-1
(X1, ..y xp) b= (2, ..., 7).

Définition 5. Un 2-cycle est appelé transposition.

Proposition 6. Soit 2 < r < |E|. Le conjugué dans S(E)
d’un r-cycle est encore un r-cycle. Plus précisément pour tout
o = (x1,...,3,) et toute permutation T on a T oo o T 1 =
(1(z1),...,7(x)). Réciproquement deux cycles de méme longueur
sont conjugués dans S(E).

Proposition 7. Le centre du groupe de S(F) est Z(S(F)) = S(F)
si |E| =2 et Z(S(F)) = {Id} sinon.

Théoréme 8. Si E et F' sont deux ensembles non vides et ¢ : E —
F une bijection, alors S(E) et S(F) sont isomorphes.

Théoréme 9. Pour E de cardinaln =1 on a |S(E)| = nl.

1.2 Supports, orbites et générateurs

Définition 10. Le support de o € S(E) est 'ensemble Supp(c) =
{x € E|lo(z) # x}.

Théoréme 11. Soient 0,0’ € S(E) alors :
1. o(Supp(o)) = Supp(o),
2. Supp(c~') = Supp(o),
3. Pour tout r € Z on a Supp(c”) < Supp(o),
4. Si Supp(c) n Supp(c’) = & (on dit qu’ils sont a support dis-

joints), alors c oo’ =o' oo.

Théoréme 12. Toute permutation o € S(E)\{Id} se décompose en
produit de cycles a support disjoints. Cette décomposition est unique
a l'ordre prés.

Définition 13. On appelle type d’une permutation o € S, noté
[l1,...,0n] la liste des longueurs dans 1'ordre croissant des cycles de
sa décomposition en cycle a support disjoint.

Proposition 14. Une permutation de type [l1,. .., L] a pour ordre
le ppem(ly, ..., 1Ly).

Lemme 15. Pour 2 < r < n, tout r-cycle s’écrit comme produit
r — 1 transpositions.

Théoréme 16. Toute permutation o € S(E) se décompose en pro-
duit de transpositions.

Lemme 17. S, est engendré par les n — 1 transpositions (1 k) ot
2<k<n.

Lemme 18. S, est engendré par les n — 1 transpositions (k k + 1)
oul<k<n-—1.

Lemme 19. S, est engendré par (12) et (12 ...n).



2 Signature et groupe alterné

2.1 Signature

On note p(o) le nombre d’orbites distinctes de o € S,,.

Définition 20. La signature d’une permutation ¢ € S(E) est
élément e(o) = (—1)"#) e {—1,1}.

r—1

Ezemple 21. On a e(Id) = 1, pour un r-cycle 0 on a e(0) = (—1)

Lemme 22. Pour tout 0 € S(E) et toute transposition T € S(E),
on ae(rto) = —(0).

Théoreéme 23. Si o € S(E) est produit de p transpositions, on a
alors e(o) = (—1)P.

Théoréme 24. Les seuls morphismes de groupes de (S(E),o) vers

(R*,-) sont Uapplication égale a 1 et la signature qui est surjective
sur {—1,1}.

Théoréme 25. Pour toute permutation o € S(F) on a :

8(0‘) _ 1_[ U(]) — U(Z)

j—i

1<i<j<n

Ezemple 26. METTRE UN EXEMPLE

2.2 Groupe alterné

Définition 27. On dit qu'une permutation o € S(F) est paire (resp
impaire) lorsque (o) = 1 (resp (o) = —1).

Définition 28. Le groupe alterné A(F) est le sous ensemble de S(F)
formé des permutations paires.

Théoréme 29. Le sous groupe A(E) est un sous groupe normal du
groupe S(E).

Proposition 30. Pour tout n € N*, A, est un sous groupe d’indice
2deS, etonalA,|="12.

Lemme 31. Le produit de 2 transpositions est un produit
de 3-cycles. Précisément pour x,y,z,t € E distincts on a :

(zy)rz)=(rzy)et(zy)(zt)=(ry2)(y=zt).

Théoreme 32. Pour n > 3, A(E) est engendré par les 3-
cycles.

Théoréme 33. Pourn =5 les sous groupes normauz de S(E) sont

(1dy, A(E) et S(E).

Théoréeme 34. Pour n = 3 oun = 5 le groupe A(E) est
simple.

3 Applications

3.1 Dérangements[GOU21]

Définition 35. Soit I, = {1,...,n} on appelle dérangement de I,
toute permutation ¢ n’ayant aucun point fixe.

Théoreme 36. Pour tout p € N* on note D, l’ensemble des
dérangements de I,, c’est-a-dire les permutations sans point
fize. On pose 6, = |D,| et on a & = 0 et par convention
o = 1. La formule générale est 6, = |~ + 1/2].

3.2 Théorie des groupes

Théoréeme 37. (Cayley) Tout groupe de G est isomorphe d un sous
groupe de S(Q).

Définition 38. Pour toute permutation o € &, on associe la ma-
trice P, la matrice de passage de la base B = (e;)1<;j<n vers la base
B, = (es(j))i1<j<n- Cette matrice vérifie F,e; = e,(;) pour tout j €
{1,...,n} et pour tout = (2;)1<j<n € K" on a P,z = (2,-13j)) 1<j<n-

Théoréme 39. L’application p : S, — GL,(K) ; 0 — P, est un
morphisme de groupe injectif et on a det(P,) = (o).

Corollaire 40. Tout groupe fini d’ordre n > 1 est isomorphe da un
sous groupe de GL,(FF,).

Dev 1 : An est simple et
Dev 2 : Nombre de dérangements de Sn
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RAPPORT DU JURY :

Parmi les attendus, il faut savoir relier la lecon avec les notions
d’orbites et d’actions de groupes. Il faut aussi savoir décomposer
une permutation en cycles a supports disjoints, tant sur le plan
théorique (preuve du théoreme de décomposition), que pratique
(sur un exemple) et savoir l'utiliser pour déterminer les classes de
conjugaison du groupe symétrique et pour donner des systemes de
générateurs. L’existence du morphisme signature est un résultat
non trivial mais ne peut pas constituer, a elle seule, I'objet d'un
développement. Il est bon d’avoir en téte que tout groupe fini se
plonge dans un groupe symétrique et de savoir calculer la signature
des permutations ainsi obtenues dans des cas concrets. Les applica-
tions sont nombreuses, il est tres naturel de parler du déterminant,
des polynomes symétriques ou des fonctions symétriques des racines
d’un polyndéme. On peut également parler du lien avec les groupes
d’isométries des solides.

Pour aller plus loin, les candidates et candidats peuvent s’intéresser
par exemple aux automorphismes du groupe symétrique, a des
probléemes de dénombrement, aux représentations des groupes des
permutations ou encore aux permutations aléatoires.
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