
Leçon 102 : Groupe des nombres complexes de module 1. Racines de l’unité. Applications.

1 Nombres complexes de module 1

1.1 Exponentielle et fonctions trigonométriques

Définition 1. Pour tout nombre complexe z “ a` ib on définit son
module |z| “

?
a2 ` b2.

Proposition 2. Pour tout z, z1 P C on a :

1. |z| ě 0 et |z| “ 0 ðñ z “ 0 ;

2. |zz1| “ |z| |z1| ;
3. |z| “ |z| ;
4. Si z1 ‰ 0 alors

∣∣ z
z1

∣∣ “
|z|
|z1| ;

5. |z|2 “ zz ;

6. |z ` z1| ď |z| ` |z1|.

Définition 3. On définit la fonction exponentielle complexe par ez “
8
ř

n“0

zn

n!
.

Proposition 4. La fonction exponentielle est de classe C8 et sa
dérivée est elle même en tout point de C . De plus pour tout z, ζ P C
on a ezeζ “ ez`ζ , ez ‰ 0, pezq´1 “ e´z, |ez| “ eRepzq et |ez| “ 1 ðñ

z P iR.

Théorème 5. L’application φ : R˚
` ˆ U Ñ C˚ ; pr, eiθq ÞÑ reiθ est

un isomorphisme.

Définition 6. On appelle cosinus et sinus les fonctions de R dans
R définies par cosptq “ Repeitq et sinptq “ Impeitq.

Proposition 7. Ainsi pour tout t P R on a eit “ cosptq ` i sinptq et
les propriétés suivantes :

— cosptq “
8
ř

n“0

p´1qnt2n

p2nq!
;

— sinptq “
8
ř

n“0

p´1qnt2n`1

p2n`1q!
;

— Les fonctions sont 2π périodiques, de classe C8, cos est paire et
sin est impaire ;

— pcosq1 “ ´ sin et psinq1 “ cos ;

— cosptq “ eit`e´it

2
et sinptq “ eit´eit

2i
;

— cosptq2 ` sinptq2 “ 1

1.2 Groupe des nombres complexes de module 1

Proposition 8. L’application |.| : C Ñ R` est un morphisme de
groupe dont on note le noyau U.

Définition 9. On a alors U “ tz P C | |z| “ 1u l’ensemble des
nombres complexes de module 1.

Théorème 10. L’application pR,`q Ñ pU,ˆq ; t ÞÑ eit est un
morphisme de groupe surjectif non injectif, son noyau est 2πZ.

Théorème 11. Le groupe SO2pRq est isomorphe au groupe multi-

plicatif U par l’application Rpθq “

ˆ

cospθq sinpθq

´ sinpθq cospθq

˙

ÞÑ eiθ

Théorème 12. Le groupe U est compact et connexe par arc.

2 Racines de l’unité

2.1 Groupe Un

Définition 13. On définit pour n P N˚ le groupe Un “

tz P U | zn “ 1u des racines n-ièmes de l’unité.

Exemple 14. On a U2 “ t´1, 1u ,U3 “ t1, j, j2u et U4 “

t´1,´i, 1, iu.
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Proposition 15. On a U “
Ť

nPN˚

Un.

Théorème 16. Tout sous groupe fini du groupe multiplicatif d’un
corps pK˚,ˆq est cyclique.

Corollaire 17. Un est un sous groupe cyclique d’ordre n de pC˚,ˆq.

Proposition 18. Ud Ă Un ðñ d|n et n “
ř

d|n

φpdq.

Théorème 19. Soit H un sous groupe de U, si H est d’ordre fini n
alors H “ Un, sinon H est dense dans U.

Applications 20. On a tcospnq | n P Nu “ tsinpnq | n P Nu “ r´1, 1s

2.2 Polynômes cyclotomiques

Définition 21. Une racine n-ième primitive de l’unité de C est un
élément ζ P Un tel que ζn “ 1 et ζd ‰ 1 pour tout d ă n. C’est
un générateur de Un de sorte qu’il y ait φpnq racines primitives de
l’unité, leur ensemble est noté U˚

n.

Définition 22. Le n-ième polynôme cyclotomique de C est
ΦnpXq

ś

ζPU˚
n

pX ´ ζq.

Exemple 23. Sur Q on a Φ1pXq “ X ´ 1, Φ2pXq “ X ` 1, Φ3pXq “

X2 ` X ` 1 et Φ4pXq “ X2 ` 1.

Remarque 24. Si ζ P µ˚
npKq alors les ζd avec pgcdpd, nq “ 1.

Le polynôme ΦnpXq est unitaire de degré φpnq.

Proposition 25. On a Xn ´ 1 “
ś

d|n

ΦdpXq.

Proposition 26. Dans Q on a ΦnpXq P ZrXs.

Théorème 27. Le polynôme cyclotomique ΦnpXq est
irréductible sur Z donc sur Q .

Théorème 28. Soit ζ P U˚
n, alors Φn est le polynôme minimal de ζ

sur Q .

Corollaire 29. Soit ζ P U˚
n, alors rQpζq : Qs “ φpnq.

Corollaire 30. Soient α resp α1, une racine n-ième de l’unité resp
m-ième de l’unité telles que pgcdpn,mq “ 1. Alors QpαqXQpα1q “ Q
et Qpαα1q “ QpUnmq.

3 Applications

3.1 Une application géométrique

Exemple 31. (Déterminant Circulant) Soient α1, . . . , αn P K,
ω “ e2iπ{n et P “ αnX

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` α2X ` α1 on a alors

det

¨

˚

˚

˝

α1 α2 . . . αn

αn α1 . . . αn´1
... . . . . . .

...
α2 α3 . . . α1

˛

‹

‹

‚

“

n´1
ź

i“0

P pωi
q

Applications 32. Soient P “ pz1, . . . , znq un polynôme à n som-
mets et a, b Ps0, 1r tels que a ` b “ 1. La suite vectorielle
définie par P0 “ P et Pk`1 “ papk,1 ` bpk,2, . . . , apk,n ` bpk,1q
où Pk “ ppk,1, . . . , pk,nq converge vers l’isobarycentre de P .

3.2 Groupe unitaire [GOU21]

Définition 33. Une matrice U P MnpCq est dite unitaire lorsque
tUU “ In. L’ensemble des matrices unitaires constitue un groupe
noté UnpCq.

Remarque 34. Si U P UnpCq alors detpUq P U.

Exemple 35. La matrice A “ diagpeiφ1 , . . . , eiφnq avec φk P R pour
k P J1, nK est unitaire et detpAq “ eipφ1`¨¨¨`φnq.

Théorème 36. Soit U P UnpCq, alors il existe une matrice unitaire
P P UnpCq telle que P´1UP “ P ˚UP “ diagpeiθ1 , . . . , eiθnq où les θi
sont des réels.

Corollaire 37. Toutes les valeurs propres d’une matrice unitaire
sont des éléments de U.

Théorème 38. L’ensemble UnpCq est connexe par arc et compact.

Théorème 39. (Décomposition polaire) Soit A P MnpCq, alors il
existe U P UnpCq et H P H`

n pCq telles que A “ UH. Si de plus A est
inversible alors cette décomposition est unique.
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4 Annexe

Suite de polygones

Dev 1 : Polynômes cyclotomiques irréductibles 26 et 27
Dev 2 : Suites de polygones 31 et 32
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RAPPORT DU JURY :
Les notions élémentaires concernant les nombres complexes de mo-
dule 1 (définitions, exponentielle complexe, trigonométrie, etc.)
doivent être présentés, avant d’aborder l’aspect ”groupe” de S1 en
considérant son lien avec pR,`q et en examinant ses sous-groupes
(en particulier finis). Il est souhaitable de présenter des applications
en géométrie plane, par exemple la constructibilité des polygones
réguliers. Plus généralement, la leçon invite à expliquer où et com-
ment les nombres complexes de module 1 et les racines de l’unité
apparaissent dans divers domaines des mathématiques : spectres de

matrices remarquables, polynômes cyclotomiques, et éventuellement
les représentations de groupes, etc. On peut également s’intéresser
aux sous-groupes compacts de C˚.
Pour aller plus loin, on peut s’intéresser aux nombres de module 1 et
aux racines de l’unité dans Qris, ou à la dualité des groupes abéliens
finis ou encore aux transformées de Fourier discrètes et rapides.
Des aspects analytiques du sujet peuvent être évoqués (théorème
de relèvement, logarithme complexe, analyse de Fourier sur Rn)
mais ne doivent occuper ni le coeur de l’exposé, ni l’essentiel d’un
développement.
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