Lecon 101 Groupes opérants sur un ensemble. Exemples et applications.

Dans cette lecon on considere G un groupe noté multiplicativement
de neutre e et X un ensemble.

1 Actions de groupes

1.1 Définitions et exemples

Définition 1. On appelle action a gauche de G sur X toute appli-
cation G x X — X ; (g,x) — g¢-x vérifiant les conditions suivantes :
1. g-(h-z)=(g-h)- -z pour tout g,h € G et tout z € X.
2. e-x = x pour tout x € X.

Un ensemble X sur laquelle opere G est appelé G-ensemble. Lorsque
le cadre est clair on abrege g - x en gx.

Ezxemple 2. — Le groupe S(X) des bijections de X opere naturel-
lement sur X par la relation o -z = o(x) pour tout o € S(X) et
tout x € X.

— L’action triviale de G sur X est donnée par g - x = x pour tout
ge G et tout z e X.

— G agit sur lui méme par translation en posant g - h = gh.

— Si H sous groupe de G, alors G agit par translation sur G/H
avec g1 - g2H = (9192)H.

— @ agit sur lui méme par conjugaison en posant g-h = ghg™!.

— ( agit sur I'ensemble de ses sous-groupes par conjugaison avec
g -H=gHg™"

Définition 3. On dit que x € X est point fixe sous l'action de G
lorsque gz = x pour tous g € G.

On dit que Y < X est une partie stable sous 'action de G lorsque
g(Y) c Y pour tout g € G.

Théoreme 4. On définit une correspondance bijective entre les
opérations de G sur X et les morphismes v : G — S(X) de la

maniere suivante : a une action de G sur X correspond le mor-
phisme ¢ : G — S§(X) ; g — 0, avec 04(x) = g-x. On dit que ¢ est
le morphisme structurel de l'action de G sur X.

Proposition 5. Soit ¢ une action de G sur X.

1. Sivy : ' — G est un morphisme, alors X est aussi un I'-ensemble

pour Uaction y O x = () - x = p(¥(y))(x) pour tout x € X et
vyel.

2. 5Y < X est stable sous laction de G alors Y est un G-
ensemble.

Corollaire 6. St X est fini an éléments, alors a toute numérotation
des éléments de X correspond une bijection entre les opérations de
G sur X et les morphismes ¢ : G — S,,.

Définition 7. Soit X un G-ensemble et x € X. On appelle orbite
de x sous G le sous ensemble Qg (z) := {g-2z|g € G}. On appelle sta-
bilisateur de x dans G le sous groupe Stabg(z) := {g € Glg-x = z}.
On dit que G opere librement sur X lorsque tous les stabilisateurs
sont triviaux, c’est-a-dire g - = xr <= ¢ = e pour tout z € X.
On dit que G opere transitivement sur X lorsqu’il existe exacte-
ment une orbite dans X.

Proposition 8. Soit X un G-ensemble. La relation ~ définie sur
X par x ~ y lorsque x € Qg(x) est une relation d’équivalence sur
X dont les classes d’équivalences sont les orbites des éléments sous
Paction. Autrement dit les orbites des éléments de X forment une
partition de X. On note G/X l'ensemble quotient X/ ~.

Ezxemple 9. Le groupe des isométries du plan opere sur le plan donc
D,, son sous groupe qui laisse fixe les n sommets d’un polygone.
En restreignant ’action de D,, a ces n points on obtient une action
D,, — S, cette action est transitive (I’orbite d’'un sommet contient
tous les sommets). Cette action n’est pas libre pour n > 3 car la
symétrie axiale passant par un sommet le laisse fixe.



Proposition 10. Soit ¢ : G — S(X) une action de G sur X, alors
le noyau de ¢ est ker(p) = () Stabg(z).
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Définition 11. Une action ¢ : G — S(X) de G sur X est dit fidele
lorsque ker(p) = {e}. C’est-a-dire que le seul stabilisateur commun
a tous les éléments de X est le neutre e.

1.2 Principaux théoréemes

Théoreme 12. (Cayley) Tout groupe fini G d’ordre n € N est iso-
morphe a un sous groupe transitif de S,,.

Proposition 13. L’opération de translation a gauche de G sur G/H
est une action transitive dont le morphisme structurel est de la forme

28 G — S[G:H]

Lemme 14. Soit G groupe fini d’ordre n et H < G un sous groupe
d’indice k tel que n ne divise pas k!. Alors il existe N < G distinct
de {e} inclus dans H.

Définition 15. L’orbite d’un élément g € G par 'action de conju-
gaison est appelé classe de conjugaison, deux éléments dans la
méme classe de conjugaison sont dit conjugués. Le stabilisateur d’un
élément g € G est appelé centralisateur de g dans G et noté Zg(g).

Proposition 16. Un sous groupe H de G est distingué si et seule-
ment si H est point fixe de l'action de G sur ses sous groupes par
CONJUGaison.

Théoreme 17. Soit X un G-ensemble, pour tout x € X ['application
oz + G/Stabg(x) — Qg(x) ; g = gStabg(x) — g - x est bien définie
et bijective. Dans le cas ot G est fini on a de plus, |Qa(z)| = [G

Stabe(x)] = %

Théoreme 18. (E’quatz’on auz classes) Soit G un groupe fini opérant
sur un ensemble fini X. En notant Q(xq), ..., Qz,) toutes les orbites
2 a 2 distinctes on a :

IGI

1.3 Applications aux p-groupes

Définition 19. Si p > 2 est un nombre premier, on appelle p-groupe
tout groupe de cardinal p* ot o € N*.

Remarque 20. Pour X un G-ensemble , on note X = {x € X|Q(z) =
{x}} ensemble des éléments dont 'orbite est réduite a un point.
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Corollaire 21. Sip = 2 premier et G un p-groupe opérant sur
un ensemble X fini, alors | X% = |X| mod p

Corollaire 22. Soit G un groupe fini qui opere sur lur méme
par conjugaison, en notant Q(x1),...,Qx,) toutes les orbites
2 a 2 distinctes, on a :

— - - |G|
Z(G)| + E Qlz)] = 1Z(G)| + E N bl B
[Q(z;)|=2 [Q(z;)|=2

Théoreme 23. Pour tout nombre premier p, le centre d’un
p-groupe n’est pas réduit a {1}.

Théoréme 24. Tout groupe d’ordre p? avec p premier est com-
mutatif. Il est isomorphe soit a Z/p*Z soit o Z/pZ x Z/pZ.

2 Actions sur les espaces de matrice

2.1 Action par translation

Lemme 25. Soient E, F des Kespaces vectoriels et u,v € L(E, F).

1. Pour tous supplémentaire H de ker(u) dans E, la restriction uy
est un isomorphisme de H sur Im(u).

2. On a ker(u) < ker(v) si et seulement si il existe w : Im(u) —
Im(v) telle que v(x) = w(u(x)) pour tout x € E.

3. Soient H et G supplémentaires respectifs de ker(u) et ker(v) dans
E, on a Im(v) < Im(u) si et seulement si il existe w : G — H
linéaire telle que v(z) = w(u(z)) pour tout r € G.

Théoréeme  26. L’application  Gl,(K) x M,(K) —
M,(K) ; (P,A) — P-A = PA définit une action de transla-
tion de GL,(K) sur M, (K).



Théoreme 27. (Décomposition polaire) Toute matrice A € M, (R)
(resp A € M, (C)) peut sécrire A = QS ou Q est une matrice
orthogonale (resp unitaire) et S une matrice symétrique (resp her-
mitienne) positive. Donc ils existe dans l'orbite de A, pour ’action
de O,(R) (resp U,(C)) sur M, (R) (resp M,,(C)) par translation,

un représentant symétrique (resp hermitien) positif.

Théoréme  28. L’application GL,(K) x M, (K) —
M, (K) ; (P,A) — PA définit une action par translation a
gauche et deux matrices ont la méme orbite si et seulement si elles
ont le méme noyau.

Théoreme 29. — La multiplication a gauche d’une matrice par
une matrice de dilatation D;(\) a pour effet de multiplier sa
i-ieme ligne par .

— La multiplication a gauche d’une matrice par une matrice de
transvection T;;(\) a pour effet de remplacer sa i-iéme ligne L;
par L; + AL;.

— La multiplication a droite d’une matrice par une matrice de di-

latation D;j(\) a pour effet de multiplier sa j-iéme colonne par
A

— La multiplication a gauche d’une matrice par une matrice de

transvection T;;(\) a pour effet de remplacer sa j-iéme colonne
C; par C; 4+ AC;.

Théoréme 30. Soit A e M, (K), il existe une matrice P € GL,(K)
produit de matrice de permutation et de transvection telle que PA
soit échelonnée en ligne. Elle est dans l’orbite de A.

Remarque 31. Les opérations lors d’un Pivot de Gauss reviennent a
multiplier A par une matrice de transvection ou de dilatation.

2.2 Action par conjugaison
Théoreme  32. L’application GL,(K) x M,(K) —

M, (K) ; (P,A) — PAP™' définit une action de GL,(K) sur

Définition 33. Deux matrices ayant la méme orbite pour cette ac-
tion sont dites semblables.

On considere a présent £/ un I, espace vectoriel de dimension n >
2. On note DL(E) I'ensemble des automorphismes diagonalisables
de E et on note F, = {\1,...,\;—1}

Lemme 34. On a DL(E) = {u € GL(E)|u?! = Id}.

q—1
Lemme 35. Pour tout ue DL(E) on a E = @ ker(u— A\¢Id)
k=1

q—1
On note F = {(Ey,...,E,1)|E = @ EL}.

k=1
Lemme 36. L’application ¢ : DL(E) — F ; u — (ker(u —
Meld)1<k<q—1 est bijective.

Pour (ny,...,n.1) tels que ny + -+ + ngey = n
F(n17~~7nq—1) = {(Ek)1<k$qfl € F| dlm(Ek> = Ng, 1 < k < q— 1}
+

Lemme 37. Pour (ny,...,n,1) tels que ny + -
fixés, Uapplication :

GL(-E) X f(nl,...,nq_l) - ]:(nl,...,nq_ﬂ

(u, (Ery ..., Eyr)) = (u(EL), ... u(Ey-1))

définit une action transitive de GL(E) sur Fu,....n,_1)-

Lemme 38. Pour (ni,...,ng1) tels que ny + --- +
ng-1 = n et (Ep)ick<g—1 fivés dans Fin,,.n, ,), on note
Stab(Ey,...,E;1) = {ue GL(E)|u(E;) = Ey,1 <k <q—1}

q—1
et on a |Stab(Ey,...,E, 1) = [[|GL(Ey)] et |Fin,ngn)| =
k=1

|GL(E)|

q—1

[TIGL(E)]

k=1

Théoréeme 39. On a : |DL(E)| =
D |G L (Fg)| avec la convention de

|GLny (Fg)l-.|GLny (Fg)|

|GL0<]F<1)| =1
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Dénombrement des matrices diagonalisables de [,
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RAPPORT DU JURY :

Le matériel théorique en accord avec le programme doit étre
présenté, accompagné d’illustrations pertinentes. Il faut pouvoir
dégager l'intérét des notions introduites avec des exemples d’ac-
tions bien choisies pour obtenir des informations soit sur un en-
semble X donné, soit sur un groupe G donné et faire apparaitre des
sous-groupes intéressants de G comme stabilisateurs. Par ailleurs,
la présentation doit illustrer comment I’étude des orbites de cer-
taines actions revient a classifier certains objets, soit en trouvant un
représentant simple de chaque orbite, soit en dégageant des inva-
riants caractérisant les orbites. Les actions de groupes interviennent
aussi efficacement dans des problemes de dénombrements, notam-
ment via la formule de Burnside. Les exemples peuvent étre internes
a la théorie des groupes (action naturelle de Sn sur t1, ..., nu, ac-
tion par translation ou par conjugaison, représentations de groupes,
etc). Mais il est souhaitable d’emprunter aussi a d’autres domaines
(action sur des anneaux, des espaces de matrices ou des espaces de
polynomes, groupes d’isométries, etc). La géométrie fournit aussi de
nombreux exemples pertinents (groupes d’isométries d'un polygone
dans le plan ou d’un solide ou d’un polygone régulier dans 1’espace).
Pour aller plus loin, on peut aborder I'action de PGL2pKq sur la
droite projective menant au birapport ou celle de SL2pZq sur le
demi-plan de Poincaré ou les preuves par actions de groupes des
théoremes de Sylow ou encore d’autres actions donnant lieu a des
isomorphismes exceptionnels. Il est aussi possible de s’intéresser aux
aspects topologiques ou différentiels liés a certaines actions.
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