Développement : Théoréme de Riez Fisher ou autrement dit
complétude de L7

Référence : De l'intégration aux probabilité, GARET, KURTZMANN, page 191-192 et Ma-
thématiques pour 'agrégation : Anlyse, ROMBALDI, pages 160-161
Lecon : 201, 205, 208 et 234.

Théoréme :
Pour tout 1 <p < 400, (LP(X, A, 1), ||.||,) est un espace de Banach

Démonstration. Soit (f,,) une suite d’éléments de LP avec

+o0
Z || fallp < 4o0.
k=0

On note g, un représentant de f,,, donc g, € £P. On va montrer qu’il existe une fonction g dans

LP telle que
Z 9k — 9
k=0

ce qui donnera la convergence de la suite (3 _,_, fx) vers la classe de g.

lim
n—-+4o0o

=0,

p

Supposons dans un premier temps que les g, sont positives. Dans ce cas, la suite de fonctions

k=0

converge simplement vers une fonctions g mesurable éventuellement infinie en certain points.

Montrons que g € £P : On a par convergence monotone (Beppo-Levi)

p_ P _ ; P _ 1 P
lolly = [ o7 du= [ lim S du= tim [IS.]f.

Or, par inégalité triangulaire,

Z Ik
k=0

||Sn||P =

n +oo +oo
< aelly <> Mgelly =Y I fellp < 4o
» k=0 k=0 k=0

Ainsi g € LP.

Montrons que (Sg) converge vers g dans L7 :
Soit n, k € N tels que n > k, on a que

Sy — Sk = Zgl

I=k+1

Dong, la suite (S, — Sk)n>k est croissante de fonctions mesurables positives convergent presque
partout vers g — Si. Par le théoréme de convergence monotone :

o=l = (5,07 di= 5, = 5l
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Or par inégalité triangulaire

n +00
<3 laly< 3 llall

I=k+1 I=k+1

Zgz

I=k+1

150 = Skllp =

p

+00 p
g = Skllp < (Z ||gz||p> :

I=k+1

Or, > ||gk||, converge par hypothése donc le membre de droite, qui est le reste de cette série,
converge vers 0 quand n tend vers +o00. On en déduit donc que

. B p_

Passons au cas générale ot les g, ne sont plus supposés positives :
Pour tout k € N, on écrit g, = g;” —g;, ot g = max(gi,0) et g, = max(—gx, 0), puis on définit

St ::zn:g,j et S, ::igk_.
k=0 k=0

On a |lgi[lp < llgelly et [lgs [lp < llgell, donc,

> gl < +oo et = llgilly < +oo.
k=0 k=0

De plus, par le cas positif, la suite (S;) converge vers une fonctions ¢g* et la suite (S; ) converge
vers une fonction ¢~, toutes deux dans LP.
Posons ¢ := ¢g* — g~. On a par inégalité triangulaire

g = Sully < llg™ = Sy llp + g™ = Syl

. Donc,
Jm |l = S, = 0.

Ainsi (S,,) converge vers g dans £

On en conclut donc en notant f la classe de g, on a que (> ;_, f») converge vers f dans LP.
Toutes série absolument convergente est convergente, on en déduit donc que LP est complet
pour 1 < p < 400

Remarque : Soit i un autre représentant de f. Alors il existe un ensemble négligeable N (k)
tel que pour tout = € X \ N(k)

gr(x) = gr().
De plus, il existe Ny et Ny négligeables telle que :

Vo e X\ Ny, nl_l)rilegk(x) = g(x) < +o0
k=0

et .
Ve e X \ Ny, ngrfooggk(x) = g(z) < 400
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Posons
N=JN®UMUN:
keN
Alors N est négligeable et pour tout z € X \ N

n

g() = Geo), T ) =gle)  Tim S Ge(e) = gla)

Ainsi, pour z € X \ N

Théoréme :
Le résultat reste vraie quand p = +o0.

Démonstration. Soit (f,) une suite de Cauchy de L*. On note g, un représentant de f,.
Donc, (g,) est de Cauchy dans £*. Pour tout k € N*, il existe ny tels que pour tout entiers
m>n > nyg,

l oo <

Il existe alors un mesurable A,’;m de mesure nulle tel que pour tout m >n >npetz € X \Aﬁm

1
’gm(x) - gn($)| S Hgm - gnHoo,ess < E

Ainsi posons le mesurable
_ k
a=U U 4.
keN* m>n>ny

Alors A est de mesure nulle. De plus pour tout z € X \ A, la suite (g,(x)) est de Cauchy. Ainsi,
elle converge vers g(x).

La fonction g définie sur X par

o(z) = {nl_igloogn(a:) size X\ A

0 sinon

est alors mesurable telle que pour tout & € N*| il existe un entier n; tel que pour tout n > ny

et r € A, ona
1
9(2) — gu)| < 7.
ce qui implique
1
— Onlleo < 7.
19 = gnlloo <+

On a donc ainsi montré que
lim [|g — gn| =0,
n—oo

soit que (f,,) est converge vers la classe de g dans L™ O



