Développement : Théoréme de Dini (2éme) et Glivenko Cantelli

Référence : Gourdon Analyse pour Dini et Glivenko Cantelli au feeling ;)
Lecon : 241, 261 et 262.

Théoréme :

Soit fr, f:]0,1] — R tels que :
1. f est continue sur [0,1];
2. Pour tout n € N, f,, est croissante
3. Pour tout x € [0, 1]

fu(@) = f(x).

Alors
I fn = flloo = 0 quad n — +o0.

Démonstration. Soit e > 0. Comme la fonction f est continue sur [0, 1] qui est compact alors
d’apreés le théoreme de Heine f est uniformément continue. Il existe n > 0 tel que

Vo,y € [0,1], |z —yl <n=|f(x) = fly)| <e

On considére ensuite une subdivision a =0 < 2y < --- < x, = 1 de [0, 1] de pas < 7. Pour tout
i €{0,...,p}, lasuite (f,(x;)) tend vers f(z;), on en déduit qu’il existe un N € N tel que

VneNyn> N,Vie{0,...,p}, | fulz:) — flzy)| < e

Ceci étant, considérons = € [0, 1]. llexiste i € {0,...,p—1} tel que x € [z;, z;41], et les fonctions
(fn) et f étant croissantes

Vn €N, fu(z:) < fu(z) < falzi) et f(zi) < f(@) < fl@in),

donc

vn €N, f(zi) = fu(zit1) < f(z) = fal@) < f@inn) — ful).
Or pour tout n > N,

|f(@i1) = fal@)| < |f(iva) = f(@)] + | f(2:) = falzi)] < 2e

de méme |f(z;) — fu(ziy1)] < 2¢. On en déduit que

[f(x) = fal2)] < 2,

et ceci pour tout n > N et pour tout = € [0, 1], d’ou le résultat. ]

Théoréme :
Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. et de fonction de répartition . On
a:
lim ||F, — Flloc =0 p.s.
n——+oo




Démonstration. x Convergence p.s. de E,. Par la loi forte des grands nombres, pour z € R

lim F,(z) = E[lx,<.] = F(z)

n—+400o

* Regardons dans un premier temps le cas ou X; ~ U([0,1)), F(z) =z siz € [0, 1].

On a F et F,,n € N sont croissantes sur [0,1]. Soit € [0,1] Il existe N(z) € A, P(N(z)) = 0
tels que R
Yw ¢ N(z), lim F,(z,w) = F(x).

n—+400
Or
Pl | Na)|< > PW(@)=0
z€QN[0,1] zeQNI0,1]
Ainsi siw ¢ N, Vx € QN [0, 1] )
hgl F.(z,w) = F(x)
n—-+0oo

Si maintenant z € [0, 1], il existe (z,), (y,) des suites de z € Q N [0, 1] tel que z,,, — x en
croissance et ¥, — y en décroissance quand n tend vers +oc.

Comme Fn est croissante, on a pour w ¢ N
Fn(acm,w) < ﬁ’n(x,w) < Fn(ym,w).
Ainsi en passant a la limite quand n — +o0o, on obtient pour tout m,
F(z,;,) < liminf Fn(x,w) < lim sup Fn(x,w) < F(ym)
Comme F' est continue sur [0, 1], on a en passant a la limte quand m — 400 :
lim inf F,(z,w) = limsup F),(z,w) = F(x)
Donc,

lim F,(z,w) = F(x)

n—-+o0o
Ainsi par le théoréme de Dini, on obtient pour tout w ¢ N

lim sup |F,(z,w)— F(z)] =0

=100 z¢(0,1]

Or, presque stirement. ) A
[En = Flloo = sup |Fy(x) — F(z)|

z€[0,1]
Ainsi on obtient : R
lim ||F, — F|lec =0 ps.

n—-+00

* Passons au cas général X; est une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F. On
deéfinit I'inverse généralisé par : pour p € (0,1),

F~(p) =inf{z e R, F(z) > p}.



On a
A, ={zeR F (p) <z} ={xeR, F(z) > p} = B,

En effet, soit p € (0,1), si € B, donc z > inf B, = F'~(p) donc x € A,. Réciproquement, si
xr € A,. Comme est croissante, on B, est une demi-droite

B, =|F~(p),4o0[ ou B, =[F (p),+o0].
De plus F' est continue a droite, donc
Bp = [F_(p>,+OO[

Donc si x > F~(p) alors, x € B,
On en déduit que si U ~ U([0, 1]), pour z € R

B(F~(U) < ) = B(F(z) 2 U) = F(a).

On a donc
F~(U) = X; en loi.

Et donc si Uy, ..., U, ~U([0,1]) i.i.d alors

(F~(U),...,F~(Uy,)) = (X1, ..., X,) en loi.

De plus
R 1 &
D,, := sup |F,,(x) — F(x)| = sup |— Z lx, <o — F(x)
zER zeR |1 i=1
L En) F(z)| en loi
= sup |— L<F(x) — X en 101.
g U;<F(x)
On pose
N 1 —
D,, :=sup |— ly,<r@) — F(x
|23 bz~ P ()
On a
Dn < sup | — 1 i F Y
ol n; U;<y U( )

D’aprés ce qui précede :

lim sup
n—-+4o0o yeR

On en déduit que D,, — 0 p.s.

Or, on peut remarquer que D,, = D,, en loi mais également pour tout n

(Dy,...,D,) = (Dy,...,D,) en loi



En effet on

(Dyy...,Dyn) =o((Uy,...,U,)) et (Dy,...,Dpn) =o(F (Uy),...,F (Uy)))

Soit € > 0

P(limsup{D,, >¢}) =P (ﬂ U {Dn > g}> = lim P (U {D,, > 5})

n m>n m>n

Or,

P(U{an>q>:M@&P<KHDm>Q>:M@&P<Kﬂbm>@>

m>n m>n m>n

Alors N
P(limsup{D,, > ¢}) = P(limsup{D,, > €}) =0

On pose N(¢) = limsup{D,, > ¢}. On a P(N(¢)) = 0. On pose
N = | l N <1)
B k
keN*

On a P(N) = 0. Ainsi si w ¢ N, pour tout k € N*

1
lim sup D, (w) < z
Donc
lim D,(w)=0
n—+oo
Ainsi,

lim ||F, — Flls =0 p.s.

n—-4o0o



