Développement : Fonction caractéristique de la loi de Cauchy

Référence : De l'intégration au probabilité, GARET, page
Legon : 236, 239, 245, 250 et (261 peut-étre).

Théoréme : Soient a € Ret b € R, et soit X une variable aléatoire de loi de Cauchy C(a, b).
Alors la fonction de caractéristique de X est la fonction :
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Démonstration. (pour les legons 236, 239, 250, 261)
Rappelons qu’une variable aléatoire qui suit une la loi de Cauchy C(a, b) admet comme densité
par rapport a la mesure de Lebesgue la fonction :
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On va déja calculer la fonction caractéristique de la loi de Cauchy C'(0,1). Soit X une variable
aléatoire qui suit une loi de Cauchy C(0, 1)

Il existe différente maniéré de la calculer (théoréme des résidu). Nous ici on va utiliser la formule
d’inversion de Fourier dans L'(R).
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On a que f € L'(R). En effet, soit M > 0,
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Donc,
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Calculons la transformer de Fourier de f. Soient t € R et M > 0
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Donc,

—+00

(t) = f(z)e ™ dx

~

M—+o00

—(it+1)M it—1)M

M .

= lim / f(z)e ™ dx
M
1 1

(
lim - — - - — +€.
M—+ocoit+1 it—1 it+1 it —1
1 1
iww+1 it —1
2
241

e

Montrons que f est dans L'(R) : soit M > 0
2

M M Mo
/_M|f(x)\ da::/_M Bl dx:4/0 o] dx = 4 [arctan(t)])" = 4 arctan(M).

Donc, en passant & la limite quand M — o0, on obtient que
+oo
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Par le théoréme d’inversion de Fourier dans L'(R), on obtient que
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Donc, pour presque que tout x € R,

L’ensemble des z € R tels que ¢x(z) # e *l est un ouvert. En effet, la fonction h : z —
¢x(x) —e~1?! est continue sur R de plus, on a que {0} est un fermé de R donc 2~*({0}) est un
ferme de R donc son complémentaire est un ouvert.

Comme il est de mesure nulle, il est vide, ce qui nous donne que pour tout x € R,

ox(x) = V.

Revenons a notre cas générale, soient @ € R et b € R, et soit X une variable aléatoire de loi
de Cauchy C(0, 1), alors la variable aléatoire Y définie par Y = bX + a suit une loi de Cauchy
C(a,b). De plus en utilisant, le théoréme 11, on obtient que

ng(t) = €iat¢X (bt) = @iat@_bw



Démonstration. Commengons par calculer la fonction caractéristique de la loi C(0, 1) qui est
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Soit ¢t € R, pour commencer. On définit la fonction holomorphe
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Pour R > 1, on définit le contour I' par 'union des deux chemins suivants : le chemin v, :
[0,7] — C qui est défini par v;(¢t) = Re" et le chemin v, : [-R, R] — C qui est défini par
v2(t) = t. Ce contour est décrit sur la figure ci-dessous.

FIGURE 1 — Description du contour pour la méthode des résidus.

L’unique pole de f dans ce contour est 7. Ainsi d’aprés le théoréme des résidus on a
1
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/ f(z)dz = Res; f(z) Ind, (7).

Comme l'indice vaut 1, il reste a calculer ce résidu et l'intégrale.

Comme le point ¢ est un pole d’ordre 1 de f, alors
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De plus,

AQf(z)dz=1Zf(x)dx et /ﬂf(z)dzz/wa(Reie)iReiede'
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Comme pour tout z € R, |f(x)| < 1/(1 + %) qui est intégrable sur R, d’aprés le théoréme de
convergence dominée, on a
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Or cette derniére intégrale est celle qu'on chercher & calculer.

Montrons maintenant que fqﬂ f(2)dz converge vers 0 : soit z = Re? avec § € [0,7]. Alors,
comme t > 0 et comme sin(6) > 0,
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car |R?e™?| —|1| < |1+ R?e™’| d’aprés I'inégalité triangulaire renversée. D’aprés le théoréme de
convergence dominée, on en déduit que fm f(2) dz converge vers 0 lorsque R tend vers 'infini.
On conclut que

p(t)=c¢
pour tout £ > 0. Comme la loi est symétrique, on en déduit que ¢(t) = el pour tout ¢ € R.

Pour conclure, on définit Y = bX + a ot X est une variable aléatoire de loi C(0,1). Ainsi Y est
de loi C(a,b) en calculant sa densité de probabilités. De plus :
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pour tout t € R.



