Développement : Théoréme de Weierstrass - preuve probabiliste

Référence : Carnet de voyage en Analystan, Caldero page 321-324
Legon : 201, 203, 209, 228 et (264 peut-étre).

Remarque : Le jour de l'oral ne faire que les étapes de 2 a 7.

Défintion :
Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R. Pour tout n € N*) on appelle n-iéme polynéme
de Bernstein associé¢ a f le polynéme pour z € [0, 1] :

B0 =3 (§)aa-artr (1),

Proposition :
Soit f continue de [0, 1] dans R. La suite de fonctions (B, (f)), converge uniformément vers
f sur [0, 1].

Théoréme : (de Weierstrass)
L’ensemble des fonctions polynomiales a valeurs dans R sur un segment [a, b] est dense pour

la norme uniforme ||f||.c = sup |f(x)| dans I’ensemble des fonctions continue de [a, b] dans
z€la,b
R.

Corollaire :
On a le méme résultat en replagant C par R.

Démonstration. Soit g une fonction continue de [a,b] dans R.
* Etapes n°l : On se raméne au cas ou [a,b] = [0, 1].
Posons I'application f définie par :

f:[0,1] — R
x — glbr+a(l —2x)) "
On a que f est une fonction continue de [0, 1] dans R.
x Etapes n°2 :

Comme [0, 1] est compacte par le théoréme de Heine, on a que f est uniformément continue
sur [0, 1].
Soit € > 0, par 'uniformément continuité il existe 6 > 0 tels que pour tout x,y € [0, 1],

[z -yl <o=|f(z) - fly)l <e.
* Etapes n°3 :

Soit = € [0, 1].
Soit (X;); une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent toute une loi de Bernoulli

B(x). Posons pour n € N*
Sn - Z Xz
k=i



On a que S,, ~ B(n, ).
Sn_nl __nknk nfk_nknk ek
E{nl_ n]P’(Sn—k)—Zn(k>x(1—x) _< n(k):v(l—x)
k=0 = k=1
De plus,

En utilisant le théoréme de transfert et % est a valeur dans [0, 1], on obtient que :

=1 (%)) - Zf( ) (1)e =0 =B

» Etapes n°4 :

Posons les ensembles

k
A:{ke[[o,n]]] ‘ﬁ—a:

<(5} etB:{ke[[O,n]]\ ’S—x

>4},

On a que

keA ,
—Sa(2)
k n
+ {f (—> — f(x) ( )xk(l — )" F
k%:g n k )
—Sp(2)

* Etapes n°5 :

|Sa(x

1= [ () -] () o
<X lr(5)- @m_w

-

En utilisant le binéme de Newton, on a que

2": (Z)Ik(l —a)"F=(1-zta) =1

k=0

Donc
1S4(2)] < e.
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x» Etapes n°6 :

e o (5) -] (1)t
! <§> AR (Z) (1 — o)

keB
n n
S
< 52” = VEZZ] par Bienaymé-Tchebychev
n

Or, VI[S,] = nz(1 — x) donc

N\ ke n—k<x<1_x)<i
Z(k)x (1—2)" "< 3 _n(SQcaer[O,l].

keB

Donc 1
<92 —
1S5(2)] < 2 lloo—

* Etapes n°7 :
D’apreés ce qui précéde, on obtient pour tout x € [0,1] et n € N,
1
[Ba(f)(2) = f(2)] < [Sa(@)] +|95(2)] < €+ 2[|fllee -
Donc en passant au sup sur les z € [0,1] on a

1
[1Ba(f) = flloo < &+ 2] flloo 55

Comme
1

nglfoo2||f||oow =0,
il existe ng € N* tel que, pour tout n > ng, on ait
1
2“f|’oo@ <e.

Ceci implique pour tout n > ng
1Ba(f) = flloo < 26

La fonction f peut donc étre approchée uniformément par une suite polynomiale.
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» Etapes n°8 : On revient a g.

On a que pour tout y € [a, b],

o =1 (L -2 )

On définit alors pour tout n € N et pour tout y € [a, b]

) =80 (72 - 722

@, est bien une fonction polynomiale comme composition de fonctions polynomiale.
De plus, pour tout y € [a, b]

b—a b—a a

y b y b
900 - Qu)l < |7 ) =50 (52 - s )| <1 = Bl
Donc en passant au sup sur [a, b] on a que
19 — Qulloo,fap] < If = Ba(f)lloo0,1-

]

Remarque : Pour revenir sur C. On approche la partie réels par une suite de polynome et la
partie imaginaire aussi.

Remarque : Soit k € [0,n] on a

Donc,



