Développement : Théoréme des extrema liés

Référence : Algébre Linéaire , Joseph Grifone, page 313-314
Lecon : 206 et 215.

Théoréme :

Soit O un ouvert de R”, f : O — R une fonction de classe C!, p un entier compris entre 2 et
n, ¢ = (pr)1<k<p : O — RP une fonction de classe C' de O dans R? et K = {z € O, ¢(z) = 0}
supposé non vide. Si la restriction de f a K admet un extremum local en a € K tel que les
différentielles dyy(a), ..., dy,(a) soient linéairement indépendantes dans le dual de R”, les
formes linéaires df (a), dgi(a), ..., dp,(a) sotn alors liées, ce qui signifie qu’il existe des réels
AL, ..., Ap uniquement déterminés tels que

df (a) = Z Ajdpj(a)

Démonstration. Pour 1 < p < n, on note les vecteurs de R™ sous la forme
r=(y,z) ou y= (ﬂfi)lgign—p eER"P et z= (Dfi)n—pﬂgign € RP.

Pour p = n, la famille libre (dyg(a))i<k<n est une base du dual de R™, donc df(a) est une
combinaison linéaire des dyg(a) que l'on ait un extremum en ce point ou pas.

Pour 1 < p < n —1, la famille (dyg(a))1<k<, ¢tant libre, la matrice jacobienne
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est de rang p dans M, ,,(R) et quitte & modifier la numérotation, on peut supposer que :

p; . i
det (8xj (a)) ey det (E)zj (a)> e #0

n—p+1<j<n

(Note : Pour p = 1, ce déterminant se réduit simplement a la dérivée partielle non nulle
%1(a) £0).

Le théoréme des fonctions implicites nous dit alors, en notant a = (b, ¢) dans R"? x RP, qu’il
existe un voisinage ouvert V de a dans R", un voisinage ouvert U de b dans R"~? et une fonction
g : U — RP caractérisée par la condition :

((y,2) € Vet py,2) = p(b,c) =0) & (y €U et 2= g(y))

Comme la restriction de f & K admet un extremum local en a, la fonction A définie sur U par
h(y) = f(y,g(y)) admet un extremum local en b.
Cette fonction étant de classe C!, on a pour 1 < j<n—p
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soit compte tenu de g(b) = ¢ :

Sachant que ¢(y, g(y)) = 0 pour tout y € U, on a aussi :

(9% 8901 8gk . .
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Ces résultats se traduisent sur la matrice jacobienne :
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en disant que les colonnes 1 & n — p sont des combinaisons linéaires des p derniéres colonnes,
donc le rang de cette matrice est inférieur ou égal a p et comme

0p;
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ce rang est égal a p.

Les p + 1 lignes de cette matrice sont par conséquent liées, ce qui signifie qu’il existe des réels
non tous nuls a, ..., oy tels que :

ardf(a Z%Hd%

Comme la famill (dgok( ))1<k<p €st libre, on a nécessairement «; # 0. En divisant par —ay et

en posant A; = === on obtient :
p
a) =Y Ndp;(a)
j=1
les coefficients \; étant uniquement déterminés. O



