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Référence : Algèbre Linéaire , Joseph Grifone, page 313-314
Leçon : 170 et 171.

Théorème :
Soit q une forme quadratique sur E, Il existe alors sur E des bases orthogonales pour q. En
d’autre termes, il existe toujours une base (e1, . . . , en) telle que si

x =
n∑

i=1

xiei

alors
q(x) = a1x

2
1 + · · ·+ arx

2
r (avec ai ∈ K) où r =rg(q).

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur la dimension n de E.

Initialisation : n = 1, il n’y a rien à démontrer.

Hérédité : Soit n ∈ N \ {0, 1}. Supposons le théorème vrai à l’ordre n− 1 et soit q une forme
quadratique sur un espace vectoriel E de dimension n.

⋆ Si q = 0, le théorème est trivial : toutes les bases sont orthogonale.
⋆ Sinon q ̸= 0. Alors il existe v ∈ E tel que q(v) ̸= 0 et posons

F = {x ∈ E | φ(x, v) = 0}

Il est facile de voir que F est un sous-espace vectoriel de E et que v /∈ F . En effet, F =
ker(ω), où ω est la forme linéaire définie par ω(x) = φ(x, v). Comme ω(v) = φ(v, v) ̸= 0,
ω n’est pas la forme nulle et donc

dim(ker(ω)) = dim(F ) = n− 1.

D’autre part, v /∈ F , car φ(v, v) ̸= 0.

On en déduit que
E = vect({v})⊕ F.

Or, d’après l’hypothèse de récurrence, sur F il existe des bases orthogonales. Si donc
{v2, . . . , vn} est une bases orthogonale de F alors {v, v2, . . . , vn} est une base orthogonal
de E.

Théorème :
Il existe une base (ei)1≤i≤n de E tel que

Mat(ei)(q) =

Ip 0 0
0 −Ir−p 0
0 0 0


où r = rg(q) et p dépend uniquement de q et non de la base choisie.
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Démonstration. Soit (e1, . . . , en) une base orthogonale pour la forme polaire de q. Si

x =
n∑

i=1

yiei,

on a :
q(x) = a1y

2
1 + · · ·+ ary

2
r avec pour tout i ∈ {1, . . . , n}, ai ∈ R.

Soit p ∈ {1, . . . , r}. Supposons que a1, . . . , ap > 0 et ap+1, . . . , ar < 0. On pourra écrire :

q(x) = (
√
a1y1)

2 + · · ·+ (
√
apyp)

2 − (
√

−ap+1yp+1)
2 − · · · − (

√
−aryr)

2

Ainsi :
q(x) = x2

1 + · · ·+ x2
p − x2

p+1 − · · · − x2
n

avec xi =
√
aiyi avec i ∈ {1, . . . , p} et xj =

√−ajyj avec j ∈ {p+ 1, . . . , r}.

Il reste à montrer que p ne dépend pas du choix de la base. Considérons les bases (e1, . . . , en)
et (e′1, . . . , e

′
n) tel que :

q(x) = x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

r

(
x =

n∑
i=1

xiei

)
et

q(x) = y21 + · · ·+ y2p′ − y2p′+1 − · · · − y2r

(
x =

n∑
i=1

yie
′
i

)
.

Posons
F = Vect(e1, . . . , ep) F ′ = Vect(e′1, . . . , e

′
p′)

G = Vect(ep+1, . . . , en) G′ = Vect(e′p′+1, . . . , e
′
n).

On a :
x ∈ F =⇒ q(x) ≥ 0, x ∈ F =⇒ q(x) ≥ 0

x ∈ G =⇒ q(x) ≤ 0, x ∈ G′ =⇒ q(x) ≤ 0.

Ainsi pour x ∈ F ∩G′, on a q(x) = 0. Or

q(x) = x2
1 + · · ·+ x2

p = 0

Donc pour tout i ∈ {1, . . . , p}, xi = 0 et donc x = 0

Ainsi, F et G′ sont en somme directe. Puisque F ⊕G′ ⊂ E, on a :

dim(F ) + dim(G′) ≤ n

p+ (n− p′) ≤ n

p ≤ p′

De la même manière, en prenant, F ′ ∩G on retrouve que p′ ≤ p.

Finalement, p ne dépend que de q et non du choix de la base.
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