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Théorème :
L’exponentielle matricielle est de classe C1 sur Mn(R) et pour tout M,H ∈ Mn(R), on
a :

d(exp)(M)(H) =
+∞∑
p=1

1

p!

(
p−1∑
i=0

M iHMp−1−i

)

Démonstration. Pour tout k ∈ N∗, on définit φk : X 7→ Xk, qui est de classe C∞ sur Mn(R)
(ses composantes étant polynomiales).

On vérifie facilement par récurrence que :

φk(X +H) = (X +H)k

= Xk +Xk−1H +Xk−2HX + · · ·+HXk−1 + o(∥H∥)

= Xk +
k−1∑
i=0

X iHXk−1−i + ∥H∥ε(H)

avec limH→0 ε(H) = 0.

En effet, pour k = 1 c’est vrai. En supposant le résultat acquis pour k ≥ 1, on a :

(X +H)k+1 =

(
Xk +

k−1∑
i=0

X iHXk−1−i + ∥H∥ε(H)

)
(X +H)

En développant, on obtient :

(X +H)k+1 = Xk+1 +
k−1∑
i=0

X iHXk−i +XkH +
k−1∑
i=0

X iHXk−1−iH + ∥H∥ε(H)(X +H)

= Xk+1 +
k∑

i=0

X iHXk−i + ∥H∥ε1(H)

où le reste ε1(H) vérifie :

∥ε1(H)∥ =

∥∥∥∥∥ 1

∥H∥

k−1∑
i=0

X iHXk−1−iH + ε(H)(X +H)

∥∥∥∥∥
≤ k∥X∥k−1∥H∥+ ∥ε(H)∥(∥X∥+ ∥H∥) −−−→

H→0
0

Ainsi, la différentielle de φk en X est définie pour tout H ∈ Mn(R) par :

dφk(X)(H) =
k−1∑
i=0

X iHXk−1−i

(pour k = 0, on pose dφ0(X) = 0).
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De plus, en utilisant l’inégalité triangulaire et la sous-multiplicativité de la norme, on a :

∥dφk(X)(H)∥ ≤ k∥X∥k−1∥H∥

On en déduit l’inégalité sur la norme d’opérateur :

1

k!
∥dφk(X)∥ ≤ ∥X∥k−1

(k − 1)!

Ainsi, la série
∑

1
k!
∥dφk(X)∥ est normalement (et donc uniformément) convergente sur tout

compact de l’espace de Banach Mn(R).

Il en résulte que exp est de classe C1 sur Mn(R) avec :

d(exp)(X)(H) =
+∞∑
k=1

1

k!
dφk(X)(H)

=
+∞∑
k=1

1

k!

k−1∑
i=0

X iHXk−1−i
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