Développement : Lemme de Gauss et critére d’Eisenstein

Reéférence : Gourdon, Algebre
Lecon : 120, 121, 122, 125, 141 et 142.

Lemme :
Soient P, () € Z[X] et p un nombre premier. On suppose que p divise tous les coefficients du
produit PQ. Alors, p divise tous les coefficients de P ou tous les coefficients de Q).

Démonstration. Si a € Z, on note a sa classe dans Z/pZ. Si P = a, X" +---+a; X +ay € Z[X],
on note P = @, X" + --- + a1 X + ag € Z/pZ[X]. Si p divise tous les coefficients de PQ, on
a, avec ces notations : PQ = P -Q = 0. Comme Z/pZ est intégre, Z/pZ[X] est intégre. Donc
P=0ou@ =0, doi le résultat. O

Lemme : (Lemme de Gauss)
Si P € Z[X], on note ¢(P) le pged des coefficients de P (et ¢(P) = 1 si P = 0). Alors

(PQ) = ¢(P)e(Q).

Démonstration. Soient P, Q) € Z[X]. 1l est clair que P, = ﬁP et Q1 = TIQ)Q sont dans
Z]X], et on a c¢(P1) = ¢(Q1) = 1. Si ¢(P1Q1) > 1, alors il existe un nombre premier p divisant
c¢(P,Qq). D’apreés le lemme précédent, on a donc p | ¢(Py) ou p | ¢(Q1), ce qui est absurde. Donc

c¢(P1@Q1) = 1, ce qui entraine ¢(PQ) = ¢(P)c(Q)c(P1Q1) = ¢(P)c(Q). O

Théoréme : (Critére d’Eisenstein)
Soit n € N* et P = a, X"+ --+a; X +ap € Z[X]. On suppose qu'il existe un nombre premier
p tel que

(i) Vk, 0<k<n-—1, plag (1) ptay, (iii)  p* 1 ao.

Alors P est irréductible dans Q[X].

Démonstration. Supposons P réductible dans Q[X].
Il existe P, @ € Q[X] tels que & = PQ avec a = deg(Q) > 1 et b = deg(R) > 1.

Soient «, f € N* tels que P, = aP et Q1 = Q € Z[X]. On a af® = P,Q; donc d’apres le
lemme de Gauss

af - c(P) = c(Pr)c(@Q).
Posons P, = 0(_1131)P1 et Qo = C(Tll)Ql' Ces polyndmes sont a coefficients entiers. Par ailleurs,
OKBCD = C(P1>C(Q1)P2Q2 = CKB . C(q))pQQQ.

Si Py = ¢(®)P,, on adonc & = P3Q, avec P3, Q2 € Z[X]. On remarque que deg(Ps3) = deg(P) =
a>1et deg(Q2) =deg(Q) =0> 1.

Dans Z/pZ, on a, d’aprés les hypothéses, P = @, X". Ecrivons

a b
@:Z@;Xi et E:ZﬁXi.
=0 1=0



Dans Z/pZ[X], on a P = QR donc @,X" = QR, donc Q = ¢, X* et R = 7,X°. Ceci entraine

do = 7o =0, donc p | qo et p | ro, donc p* | qoro = ag, ce qui est contraire aux hypothéses.
Finalement, P est irréductible dans Q[X]. O

Application
Soit p un nombre premier et ®(X) = XP~! 4+ ... + X + 1. On a @ est irréductible dans
Q[X].

Démonstration. L’astuce est d’utiliser le critére d’Eisenstein en considérant ®(X +1). L’identité
(X —1)®(X) = XP — 1 entraine XP(X +1) = (X + 1)? — 1, d’ott on tire

(X +1) = i (i)x’f-l.

k=1

Il est maintenant facile de vérifier que ®(X + 1) satisfait les hypothéses du critére d’Eisenstein
avec le nombre premier p (rappelons que si p est premier et si 1 < k < p — 1, alors p | (’]Z)),
donc ®(X + 1) est irréductible dans Q[X]. Donc ®(X) est irréductible dans Q[X]. O



