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Lemme :
Soient P,Q ∈ Z[X] et p un nombre premier. On suppose que p divise tous les coefficients du
produit PQ. Alors, p divise tous les coefficients de P ou tous les coefficients de Q.

Démonstration. Si a ∈ Z, on note ā sa classe dans Z/pZ. Si P = anX
n+ · · ·+a1X+a0 ∈ Z[X],

on note P = ānX
n + · · · + ā1X + ā0 ∈ Z/pZ[X]. Si p divise tous les coefficients de PQ, on

a, avec ces notations : PQ = P · Q = 0. Comme Z/pZ est intègre, Z/pZ[X] est intègre. Donc
P = 0 ou Q = 0, d’où le résultat.

Lemme : (Lemme de Gauss)
Si P ∈ Z[X], on note c(P ) le pgcd des coefficients de P (et c(P ) = 1 si P = 0). Alors
c(PQ) = c(P )c(Q).

Démonstration. Soient P,Q ∈ Z[X]. Il est clair que P1 = 1
c(P )

P et Q1 = 1
c(Q)

Q sont dans
Z[X], et on a c(P1) = c(Q1) = 1. Si c(P1Q1) > 1, alors il existe un nombre premier p divisant
c(P1Q1). D’après le lemme précédent, on a donc p | c(P1) ou p | c(Q1), ce qui est absurde. Donc
c(P1Q1) = 1, ce qui entraîne c(PQ) = c(P )c(Q)c(P1Q1) = c(P )c(Q).

Théorème : (Critère d’Eisenstein)
Soit n ∈ N∗ et P = anX

n+ · · ·+a1X+a0 ∈ Z[X]. On suppose qu’il existe un nombre premier
p tel que

(i) ∀k, 0 ≤ k ≤ n− 1, p | ak (ii) p ∤ an (iii) p2 ∤ a0.

Alors P est irréductible dans Q[X].

Démonstration. Supposons P réductible dans Q[X].

Il existe P,Q ∈ Q[X] tels que Φ = PQ avec a = deg(Q) ≥ 1 et b = deg(R) ≥ 1.

Soient α, β ∈ N∗ tels que P1 = αP et Q1 = βQ ∈ Z[X]. On a αβΦ = P1Q1 donc d’après le
lemme de Gauss

αβ · c(Φ) = c(P1)c(Q1).

Posons P2 =
1

c(P1)
P1 et Q2 =

1
c(Q1)

Q1. Ces polynômes sont à coefficients entiers. Par ailleurs,

αβΦ = c(P1)c(Q1)P2Q2 = αβ · c(Φ)P2Q2.

Si P3 = c(Φ)P2, on a donc Φ = P3Q2 avec P3, Q2 ∈ Z[X]. On remarque que deg(P3) = deg(P ) =
a ≥ 1 et deg(Q2) = deg(Q) = b ≥ 1.

Dans Z/pZ, on a, d’après les hypothèses, P = ānX
n. Écrivons

Q =
a∑

i=0

q̄iX
i et R =

b∑
i=0

r̄iX
i.
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Dans Z/pZ[X], on a P = QR donc ānX
n = QR, donc Q = q̄aX

a et R = r̄bX
b. Ceci entraîne

q̄0 = r̄0 = 0̄, donc p | q0 et p | r0, donc p2 | q0r0 = a0, ce qui est contraire aux hypothèses.
Finalement, P est irréductible dans Q[X].

Application
Soit p un nombre premier et Φ(X) = Xp−1 + · · · + X + 1. On a Φ est irréductible dans
Q[X].

Démonstration. L’astuce est d’utiliser le critère d’Eisenstein en considérant Φ(X+1). L’identité
(X − 1)Φ(X) = Xp − 1 entraîne XΦ(X + 1) = (X + 1)p − 1, d’où on tire

Φ(X + 1) =

p∑
k=1

(
p

k

)
Xk−1.

Il est maintenant facile de vérifier que Φ(X +1) satisfait les hypothèses du critère d’Eisenstein
avec le nombre premier p (rappelons que si p est premier et si 1 ≤ k ≤ p − 1, alors p |

(
p
k

)
),

donc Φ(X + 1) est irréductible dans Q[X]. Donc Φ(X) est irréductible dans Q[X].
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