
Leçon 161

Espaces vectoriels et espaces a�nes euclidiens :

distances, isométries.

I - Distance dans les espaces

euclidiens

II - Isométries vectorielles

III - Isométries a�nes

Dev 1 : Enveloppe convexe de On(R)
Dev 2 : Simplicité de SO3(R)

I - Distance dans les espaces euclidiens

1) Distance : def espaces euclidiens, distance, Cauchy-Schwarz,

théorème de Pythagore, orthogonalité, projections orthogonales,

exemples[Aud06]
2) Matrices et déterminants de Gram : def matrices de

Gram, carac comme matrices hermitiennes positives, lien distance

et det de Gram, projections, inégalité d'Hadamard [Gou09],
[BMP04]

II - Isométries vectorielles

1) Le groupe orthogonal : def isométries, structure de groupe,

compacité, caractérisation matricielle, via les bases orthonormées,

det, indice 2, dev 1 [Rom21]
2) Réduction : Sp ⊂ U, symétries orthogonales et ré�exions,

réduction, composantes connexes, tout u ∈ O(E) est produit de

⩽ n ré�exions [Rom21]
3) Description de O2(R) et O3(R) : réduction dans

O2(R),O3(R), description géométrique, app : dev 2 [Gri18]

III - Isométries a�nes

1) Le groupe des isométries a�nes : def, structure de groupe,
les isométries sont a�nes, stabilité de l'orthogonal, def ré�exion

a�ne, décomposition en ⩽ n + 1 ré�exions a�nes, déterminant,

forme réduite, exemples [Aud06]
2) Classi�cation en dimensions 2 et 3 : se ramener au cas

vectoriel, condition unique pt �xe, classi�cation dim 2, classi�ca-

tion dim 3 [Aud06]
3) Isométries préservant une partie : structure de sous-

groupe, isométries préservent isobarycentre et points extrémaux,

groupes d'isométries de polygones, des triangles, du tétraèdre, du

cube, du dodécaèdre [Rom21], [CG17]
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