61 Lecon 266 : Utilisation de la notion d’indépendance en pro-
babilités.
I. Notion d’indépendance

1. Evénements indépendants [GOU| [CHA]

Probabilité conditionnelle, formule des probabilités totales, événements indépendants,
événements mutuellement indépendants, indé avec les tribus engendrées

2. Variables aléatoires indépendantes [CHA|

Tribus indé, VA indés, indé avec la loi du vecteur, cas des VA discrétes, cas des VA a
densité

II. Propriétés autour de l'indépendance

1. Lien avec les moments [CHA]

Produit des espérances, covariance, covariance nulle, contre-exemple, somme des variances

2. Somme de variables aléatoires indépendantes [CHA| [KUR|

Cas discrét, cas & densité, fonction génératrice, Gx caractérise la loi, cas de la somme,
exemples, formule de Wald, fonction caractéristique, ¢x caractérise la loi, cas de la
somme, exemples

III. Indépendance et théorémes limites

1. Lemmes de Borel-Cantelli [CHA| [KUR]| [BL]

Limsup, lemme de BC1, traduction en francais, lemme de BC2, traduction en frangais,
équivalences pour la convergence p.s

2. Loi des grands nombres [CHA]

Loi faible, loi forte, cas des indicatrices, moyenne empirique

3. Théoréme central-limite [CHA| [BER|

Théoréme de Lévy, DEV 1 : théoréme central limite, théoréme de Moivre-Laplace, inter-
valle de confiance, delta-méthode, somme de lois Gamma, DEV 2 : formule de Stirling
par le TCL

Présentation :

e La formule qui définit 'indépendance entre deux événements nous dit que le fait de savoir que
A est réalisé ne donne pas d’information sur la réalisation ou non de I’événement B.

e L’indépendance d’événements est en fait équivalente a I'indépendance des tribus engendrées par
ces événements.

e Pour les vecteurs gaussiens, le fait que la covariance soit nulle est en fait équivalent & 'indépen-
dance.

Développements :

e Théoréme central limite
- Analyse pour I'agrégation de mathématiques, Bernis, p200

- Probabilités et statistiques pour 1’épreuvre de modélisation a ’agrégation de mathématiques,
Chabanol-Ruch, p57
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e Formule de Stirling avec le TCL
- De l'intégration aux probabilités, Garet-Kurtzmann, p180-314-556

Références :
e |GOU] Algebre-Probabilités, Gourdon

e [CHA] Probabilités et statistiques pour I’épreuvre de modélisation a 'agrégation de mathéma-
tiques, Chabanol-Ruch

e |[KUR] De l'intégration aux probabilités, Garet-Kurtzman
e |[BL| Probabilités, Barbe-Ledoux

e |[BER] Analyse pour 'agrégation de mathématiques, Bernis

117



6¢
‘._l\.nw

22
vy

& CATFOXTD — LAXI B *(4 7= A5 42
(x )N = (XX )A0) e iy e T

[(cA2? ~A)(cx29-3 1.2 “ (A X )%

‘.\vu,dti\eb o AN (R T R w\\.n
ST Nwd

-

N AT )

PR T I et e i L O
CASZD "OxIT® = CAX 7D 3

e T o i SO e i

'hy el

4....‘m.¢.l.t 37 ﬁu._g..-_“idk\*i.\ Flas Z057 005 € &0 T0Ks
C ety Ay ™ Pyq A %P A 97 X 3¢

[VHI] Sy=2o~ oy *2A” “TFA (v
...w.ua_u.tsq.{m HH,

L

3..5-% iu\n\\u_..f.\\m\ ha... iy:\ﬁ

v (P ooyrtep P PP ovd )i SRR LS S G 2 ANy
- M ray. o
20 ™ P e e o A 4 Ty e ,...Jv.!wos\ww B .‘iﬁq qwﬂ\w
.y w - .w L e cq..w\ ml 2 .G)\..L
PRI T o 7
.\hhk\v\\ (e = X Ddf =(E=4 L= X ) dl
-1 > h-lw
“ae et i R Ml f 4 3 9
o daw e -\b M) 2 t-m i 1L un?_\L
P - > 1%&«(.3.4 A e A X 3 4
w -}\J{wy 3 ¥ il i (X \....\\.«W
B P R i M Al
. P -7 ~ Ny T T x uﬂ \é w\uﬂ .*.l!‘ﬂ .ﬁ(i
C.W o x~t3 % ﬁl.ﬂ Fas \t.ﬂw = M (fq,maw) .Sﬂ ..QN 6\ “<<

Q\ 4

4.\.‘ ...li%u boa

\wﬂ!.\ s Mg Cr s Gunne VNN B e 8 PVPES
(=2 0w I

\lu.uU) \i‘\v? SEIA L g ....l.h\.* .ﬁN\\u ST 4
~omq 7y 5 myeperdap=r 4= (3779 70 -
-ilﬁxr) Lol .\..(..{-..;wa\\u\.\ _\-Y.—i_,!t) Gﬂ QINM w..w > ¢ c & L

ANG YR B

2(hzaxfv v i txE

(G P .. M b 5

st
~ VX

.«..wu\\.wm'um(w.\_ U )M i
o ‘«L‘o\ Jlt\!\&\uﬂ{.ﬂt ._l.\q. \wa!u.....an«\u. q.i.rq 1)&.& My 1\&5.0.1,1_.\ \N—U..r...\
P A e WL Lo 2 poile il it b Wy »b yr TO TG I

Fd

. r}jﬁll‘\\ﬂ\n\ﬂ\

ik peotiic SR 2
1(1_.\:.1... i S o (L et \J..w...\m,.mu}i a7

LMy WO Ta T V¥ s

fnw L T B
ap rery7 g3 (T8 M
S ﬂ.._,.c..ﬂ!w\\uﬂf..\ e

b

«..........\S!.stvk\wia s A i ST i

| svadm)
..r...rvl“uu 17 .mcuwi.fw fw77y »= vwwg

el d

% (vqa LTV
vy QgAY Y TR

.Qal(%.!kk\v\—glﬁ.\ -‘& e o P
fy~orarr? §
Vg ..‘l.:.(n\u.(

dﬂ

ﬂ*!{ﬁu

A== IA] (TR @

« T ey
9
o vg )l
z Ay

A

A7) 13 (74

mun s 4 vty y sl

o ned [ 7y ed =p

s 1\\.‘4&!& I .wtu.n\ a2 ”\ e e 3.!.3

(gt =" % Ay g = (g vy A ..\,.q cw’s2 ww
o FER D Saghag e
4 y A - e - g n-..(-!iﬂ i
M\.h 2= vmm Ty, oo BRI sl il S g .
ol 2 Sy LT EY oy e AT Y indS b e O Nm:m
T b e Fsp
e P Ed N »~n|

‘(Q 2dr (VI )A & ATV
237" )

3 I..\IJ..«\vs\v

q mr e pdt - (v Il

eoprderc 375 @ 7Y

‘p I9A Oy "TIvA < (v

(@ VYvld 3
wmp b 2P @ LN
3 -

(e )al (w9 2 F(d
~b py 97 VR

PV T " g0 £ ¢ 3....\%\

n

.r_a._..m..w.s-\ T A & R e
— Z97(7p) I (ryyeq 2774
D Vg \J.cw\.(m&a‘jk e @I.\..\\Au (v -7d/
(v )d

¥ me——

(o v w)dl

L2 i

- )\.‘h\ u.tt.._t\\%

oyprqeqerd vz T ag ave e M DY

.J.meh i Q\ii._:wm.“ _u_q).&

.‘wﬁqﬁ K\S\N

=(p1ad

yo y AP e oot

yo¢ o TR

LwHI2])Cr0€) ] I3y !u.&\ww{d\ ry="r~a— A3 (v

3:4_.;.uo\\1ﬂl% RN IN T

u\utv\ e

B e D el

— (d 7Y v ) S

L¥# 2] Ty rd rpmr ey~ T TRAQ

eyyryoqrvd

~ 7 qula.o_u{:v.\\u_uj»t\w A vy W RG]

‘991 "R

£ g



b

14

omm
4N

i

té 2
dnx

1L
7

A
¥

i)

Fiom 7 N ~~9) (rrq hy qddy

~Y

xo— VX ooy Tt 2 (3L 2
.ﬁ..\ ~ o~ # »
™ WA B X a7 TR S A

\uw.,l....\f.ﬂ v Rt R

82

b e

Yy ey - m~leowd b w:.\wt«. LB MRS, Se
-~ ;
&= e \!\ﬂ}t,c\ M,s: = «(ﬁ\v\
e
Sr SRS e g~y —ad ppmr  TTIAT

My ) 395 (2 T T M TL PP
“y P o~

U.M Doy Fam o4

B AlT A AR i B W ey

s,,\‘\lp.‘m vy k¢ b~
o~
o= (“p *r~x )4l

\«.!\.J.. ﬂ.\ﬂsq\. .f}kw.’\L ul...“

L M

e > (T W & e
sa..uj.ﬁ.tv\v \w,iM .ﬁ\. \..\wu‘u.wi%.w \w.lmﬂ mﬁwnp — N\;
woy (2 n

y
. Y

5y TP

oy v

P

4

= -~

-~
v !._V \ﬂtﬁlt”(w\ .U..w\!:&

o AR o B e A ST D 6t kn
C1a JCu X2 Chi 2 o™ “1>7a f R (L
P B s e S rprdap~T I
EVERY BYITIAS R
Bl . o S (Hymey ~ A ¢ (L)) ~X %!
g s L e Moeef o SN AT | K- eg e \w 7 X nﬂ..,u...
1y a2 (04 TE)NY ~X 3 T ER AT
(3740 101t WaIA ey

. m_“:__\%

J 7 *F 5 2
GabR FEP g R e T AN b “ a0y
s ~oyrf 7 320

R G

7 P ot - e by (2T 7
v

.ﬁ.qxu \\\.1 h&\ﬂ&:t ﬁ
: d,ﬁk &.f.)...“\q P P ur

P

2

Lenyr: 2P 2170 7o A
o 7 wlhw\wwiﬂw.‘\vtliu

42 X

e g rrf A, dl cwep epTa 2 YA X 37F 5T N

. n‘ﬁwq .‘\ ol
P ~y=vak —~wyer) vy ey ?\?wxo g F(*2x)4

75T Iy

e e e T & R L PR B B .
e g areya Epeolly *9 Lanie 108 294 QL g

i Wb ) ST kAN
Ty Tt e s

tvopr FATT X Paw (47 ) T8 A (I )Ry w5
e 8 3 2 I o
. N ==
R WM o e ol NE R 6 6 Pl W LU FE W T s
(274 (%9 =(3) 419 o Gomx 3 eIy

.
el L w:_“Tm.E ) Tk Fya) e 33 RA
tved reefay WAy arBS ) AT x A aryerb
cepdd Gt g a2 WA e x 95 T
w

1 .

"xp [w-2) \..\?mx\\ %u:v\.\ayq\ ‘Wl vd
7
PROSER P S o A ataeile Il % Lo T i 41 AT X 772w
X\\..w.t_.l% P aed ..lsA G R h\\ \w.w.{__(?dv g e AURE U s .\\HMQQL
"3 R

(4= =A)d (47X04 2 = (= Arx)dl
L UE Tl T R T R ag AR qle 4 + X
R S S L R O

CPaNT omg~wprdup=r vty mlys YT A TN (R

(va22

i Taf s A e o asuaadlidiosnd

CAD AT | OC 00N TR X ]ON

ﬂ_\ﬂ\‘l \ﬂ-\-wl.(qvﬁ I].v\k\v.waiﬂn-\ I@qu..m } 47 X g \.f\ﬂq{.\u.‘%}\t‘\- .{rm
tht

i et DI T L S G A 2 “(7x 3 ) voA may

PR e Bt & o SRR e

H.Ulwsuqv’uw&q.l‘u\ d.-vk L—(faﬂ 7w ..n.x ..wq

bx o= o= (%X 74x)20) Fpy "4x3 FX g¥5 " xr )
27 A ﬁm\ _\JQS\FHW«.Q ~ 3 \HV ﬂ\\ \q\\ﬁ -~ u\uﬁ baﬂ.m : ﬂ L W - qu&.}%w
R/ 7 ol L WIS e A) . VW VP>

e

qb.w

..._iw..lwesxww.!..\ 170 ﬂwwa_da\“\umi,( POV R 4T X T L4 .u%.eu

e
Aoy

At
ro<)
T4

H 2

L4
oH 2

§2
2




h &5
uny

£9

vH2

L A3q (v o7 N g .

||_ 0., S v”,\ﬂ.ug > 7A" Ak\tutwm
MY VA ¥ Hyea e ckaﬂ&xu 3¢ “erq.w.wcu...w\me\
=t = (v ont “

(2 200 oy oo % SN i o e

g 4.(%N¢\ il ¢ “ = .....clu..n..

2 = ] =/ K

v X w.._ =Y Wy .?xwi\,-ﬂu\ Lreg P 3 M
T e e, B8 Ll e i O G AR

T 239

s ’
mn\..w L ep A
o qe~~tf 7 TPV

; Bryvrys . S
e I s oy A B T AL B S
3.7Y (#)3 b AT F=INY ~t \\bii_utu.\\vﬂim
A ﬂmv ‘nw....l\‘t Fa Q\hrﬁﬁlvﬂu .w...‘“. i h.é SQW@(QQQ‘&V\
(X “Ivpiv) ] ot S . R ¢ & S G e R 7 0o
P e il 8 R Rk i il
/. ) ¢ — 6P Ty
A ot S et S LR
Vot u.mw\.?a\\ﬁ 73 /e ~r .vxm\.di.audu 4 < y :
# - e h B \\@,\ 2 4 \ﬂﬂ .w Py
(32 O ; v e — 45
v Uﬂ MW. W L% A\funu ﬁ%&&- .QNW\”\(\ fLN NQ\V\M }\ﬁtﬂ

d T vwed Y —L erar~ Lda\wkk.nﬂe

> fr7 P, PEEATATE e sopwessby SRS BT yod
"ty elet w\ srne ﬂ&u{wﬂ v N ey o N
wx ool s s Q\\ru&m ~wy .\uiia\\lﬁu » mp ﬁ)tuﬁ!ﬂ.

p vrwayqenp 3~ed 150 27 Cuh Senpr iy

2g0g P=w r\n:ﬁ.....& 95 N i s ol P, ) A 72
= o ¢ x o=
i

Wy 3A (¢ — Q) X
. pppardz) e W (FAZ R )64 PP
u.ww.st.lw\ |N¢.(.~IJJ %Q\Jh NA
doc b M B
Ii.axwav.fn\;\a

e =)

ﬁ

[#34)[vn23

W I

PG R A s
AE T NS N.J\t.t.l?@ Vrll\.“\\-\! -\\: i @0 .!A__.tuw.iqq Q..
x 3 “...I.Iu..n Ve
s 4? 2
(tvr)s &5 7.3 <
o
) e e \\QN.J\ *rq7q Q.J\\ Vllow-l.a a7 M—f.‘au..lu‘kmﬂm?tu\
L TIEINGY 2SS w4 t,.\.,cas.v‘\v 55 i ¢ hepdw

b

H_‘X\!QQ ..M“‘-.l Wbﬁb.%\. 3 ui)‘iv,‘ P S ﬂ\n\.ﬂmlwlm
3205 20y o~ B ar porpsrdper YA age

P

e

LB 0 pmpRen el G Cayiigiiey )Y RMERIL

[¥< 7.3 5 Tx .Mw T ey eet? L[/*=<1)3P

gres vy g Pyered apmr o ¥A 2P 2y

P ST T e i O L e D L L e e
[vHo] cog~o~ J.{elh 0 _...aN (2
‘e¢3 A o..__pvﬂu.n_.axlsiw

“x  geoye | raymopend apar sy (x ) TS (2

Cne

Q\L

=r§

522
139

ts
(i

¢
i

2 EL
Pl



	61 Leçon 266 : Utilisation de la notion d'indépendance en probabilités.

