
58 Leçon 261 : Loi d'une variable aléatoire : caractérisations,
exemples, applications.

I. Loi d'une variable aléatoire

1. Premières définitions [CHA]

Variable aléatoire, loi d'une VA, VA discrète, caractérisation par les singletons, VA à
densité

2. Vecteurs aléatoires et indépendance [CHA]

Loi jointe, lois marginales dans le cas discret/à densité, VA indépendantes, caractérisa-
tion de l'indépendance, cas discret/à densité, somme de VA indépendantes, exemples

II. Caractérisation de la loi par des fonctions

1. Fonctions test [CHA]

Espérance, théorème de transfert, fonctions test

2. Fonction de répartition [CHA] [BL]

Fonction de répartition, propriétés, sauts de FX, points de discontinuité, FX caractérise
la loi

3. Fonction génératrice [CHA] [KUR]

Fonction génératrice, GX est de classe C1, indépendance, exemple, moments de X

4. Fonction caractéristique [CHA] [KUR] [IP]

Fonction caractéristique, prop sur �, � caractérise la loi, cas d'indépendance, lien avec
les moments, DEV 1 : fonction caractéristique de la Gamma

III. Convergence en loi

1. Définition et premières propriétés [KUR]

Convergence en loi, fonction continue, lemme de Scheffé, corollaires, cas de la binomiale,
équivalence de la CV en loi avec la fonction de répartition

2. Théorème central-limite [CHA]

Théorème de Lévy, théorème central-limite, DEV 2 : formule de Stirling avec le TCL,
intervalles de confiance asymptotique

Présentation :

� La technique des fonctions test est très utilisée en pratique pour connaitre la loi d'une variable
aléatoire, notamment pour des VA à densité car il s'agit simplement d'un changement de variable
dans l'intégrale.

� On peut voir la fonction caractéristique comme la transformée de Fourier de la densité (dans le
cas d'une VA à densité) à un signe près en fonction des conventions. Cela permet d'appliquer
certains théorèmes, par exemple l'injectivité de la transformée de Fourier.

� Pour les variables aléatoires discrètes, on déduit leur fonction caractéristique directement de
leur fonction génératrice en prenant z= eit.

Développements :

� Fonction caractéristique et moments de la loi Gamma
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- L'Oral a l'agrégation de mathématiques, Isenmann et Pecatte, p453

- Exercices de probabilités, Cottrell and co, p121

� Formule de Stirling avec le TCL

- De l'intégration aux probabilités, Garet-Kurtzmann, p180-314-556
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