55 Lecon 246 : Séries de Fourier. Exemples et applications.
I. Généralités sur les séries de Fourier
1. Classes de fonctions 27-périodiques [ELA2]
Appli périodique, Cor, Lb_, propriétés
2. Polynomes et séries trigonométriques [ELA2| [GOU]|

(en)nez famille orthonormée, polynéme trigonométrique, série trigonométrique, CVN de
la série trigonométrique

3. Coefficients et séries de Fourier [ELA2]

Coeff de Fourier exponentiel, produit de convolution, prop sur les coeff de Fourier, lemme
de Riemann-Lebesgue, coeffs de Fourier réels, exemple avec une fonction, série de Fourier
et suite des sommes partielles

II. Modes de convergence des séries de Fourier

1. Convergence au sens de Cesaro [ELA2]

Somme de Cesaro de la série de Fourier, CV au sens de Cesaro, noyau de Dirichlet, noyau
de Fejér, , corollaire sur la CVS , théoréme de Weierstrass
trigonométrique

2. Convergence en moyenne quadratique [ELA2]

(en)nez base hilbertienne, théoréme de Parseval, « isomorphisme isométrique

3. Convergence ponctuelle et normale [ELA2| [GOU]|

Théoréme de Jordan-Dirichlet, exemple d’une série de Fourier, théoréme sur la CVN

ITII. Applications au calcul de sommes [ELA2]

Exemples de sommes classiques, exemple de la cotangente,

Présentation :

e L’idée de départ des séries de Fourier est d’exprimer toute fonction périodique f comme somme
trigonométrique en sinus et cosinus de méme période T. En effet, les fonctions sinusoidales sont
extrément réguliéres et bien connues, il est donc pertinent d’essayer de s’en rapprocher.

Ces techniques ont été introduites par Fourier afin de résoudre 1’équation de la chaleur.

e De nombreuses tentatives pour trouver les bonnes hypothéses de convergence ont eu lieu, mais
c’est I'arrivée de I'intégrale de Lebesgue en 1904 qui a permis plusieurs avancées significatives.

e Les questions centrales de la théorie des séries de Fourier sont :
o Pour quelles fonctions y a-t-il convergence de Sy(f)?
o Ety a-t-il convergence vers f 7
o De quel type de convergence ?

e La théorie des séries de Fourier dans le cadre L? est en fait une application de la théorie des
espaces de Hilbert (les coefficients de Fourier correspondent au produit scalaire avec la base
hilbertienne (ey,)nez).

e Dans la partie sur la convergence en moyenne quadratique, ne pas oublier de mettre le fait que
~ la fonction qui & f associe la suite des coeffs de Fourier, est un isomorphisme isométrique de
(L3, |-ll2) dans (*(Z) (et le mentionner a I'oral cf rapport du jury).

104



Développements :

e Théoréeme de Féjer

- Analyse de Fourier, El Amrani, p181

e Calcul des £(2k) avec les polynémes de Bernoulli

- Carnet de voyage en Analystan, Caldero, p107

Références :
e |[ELA2| Analyse de Fourier dans les espaces fonctionnels, El Amrani

e |[GOU] Analyse, Gourdon

105



itL
1 o'73

fte

W73

3] ﬁ\a&\\?&.uv = (try k) te w9 L T L2 devy

\..“l—‘\ \ .
o= Sy w4t el i T
bﬁ \.1.17.«
._.._«

A4

e oy

toyw L Wy 5 f oy (FFSagm o X ) Gr g

ezl ey S pce s wod 3 s ar % 3 F ,_JL < S [
TEph s (] e
(279 woue~? T OPTR) 90

Quilu nﬂ..m.y i T

R e T bk
# W3 z x,.____\qu \ .w..ﬁm. 3

N 2 et & A
(e )t = () (/72 e

levny 23 (\4
-] B/R

3P ¢ )y T <)t

...((k \.M.w\....r\\ r: Wli.«.h “3¢ .w.!\.vn.aﬁ - \ﬁ..»\ wera %u.);!a\J.
ap gmepovd 7y grctar wp - P19 474 s 2e hid
\.\& iy 2 gl __..Q\... \Msk}i\?f?wohq{.w T....._H.lhrw\l — e d g e

Cop2fs =h =302 5§ wadeiyy Ty

o e
..u..ﬂ J-.cc.‘l.U ﬂ*\\ Ln-.A -.M\.- r— ﬁ\wiu
"uih\,ﬁ ﬂ\\ B | N%Q\fa oy~ Wy Nu\aiu(ﬂkﬂm .(.utri..,. < WL
yramaffr Vg - deor. w =¥ 12 /oy S50 hq

T.EMN vy 9P Ty 47 é:xs«%&g (¢

wosgr~ef y~fap
L’ - Pt

2

ez v
H 3

N2
aee? ¥ Z Qﬁ\ﬁ.sii Te] Wi o=k W)

¢ TR B
> > \nW by so~pbvg 275 YR (F by
ey 3~

]

2 7
Thf\

‘W Ltﬂdj)s \Vklhn g7 Y= NGY)

-

E he and ) Budei Sl vy ooy N9

by o

E el .1 Iﬂ 4

W ey

...o.....%n...m gs ) \&!\haﬂbf‘u 15y \Ww 4% (™

N
© 2o rnnpr ﬂ
Nﬁ’.\b.{c%w

vy

-

v..«i.n....

-t

) R s |

AT

L 2
o~~sf v 2P wrgrwf 23773 ray a3r~ “(waw) M5
jvlop . oy sbgmtplry T_wsza.m J\:t‘. ~p e yi¥
.u....,hu..\wu}%?%@%ﬁ 2 yrles wuw,wk\_& .“n.q 27

- e ¢ A%‘.la(\ = Jre o R e vw\,.\...‘\ “Z ‘6 ,..,HL
. Wy *A 2 =(x) "2

ol oy #5520 epry “2 we~ ¥ 3A 4 1T

w vy vwd o= oy & 505

ﬂﬂM(U 5 o

FI A>3

2

H...GbWT(qm.kw ...u:lbu.t.w\.lt..oflq.ﬁwﬁw et 97 1¥HIFNS\. AN

(T S T 246> ) gagen T ol —~ g (<72 7429)
4o [t 27 34 gweg ~vd gndey; 4 i of At I R devy

W &l .\n\lw 7 d ol hhn 7 r~vp 2P 4o .RnM. ‘9 m?v(&
e M o Wl R TR

e ¢
&\\\Ju&\n.u\\..ﬁﬂ Hlynn.‘\x\c 2p ~ww 47 aohn T T g ,..u.th.e._.u..s\\wkl.hn
1!\..&»»!& 2p fra<v)7 rip ..1.:\.4\\ .Wn.w B ~p h N@Q

War
.ﬂ.uiud(avm. ’p yi\i\& e .w..)«-\ e i b r) = ..ﬂnu\‘ s
~thy g oy o ebpread s g0 orym

?.ndi..&\\: op yrvpea m~dey 43 2 e ¢ yTd
(= ..Mhm\ nma\w.h robee g 2 d — 222 ~eHrgf o

Wy 2T 3w d \f.\hw«%,..ﬂ\vk-.r g2 F 5 1 gy
(=)/ n«kw.&\\ ‘s #A Tl y3 04 e yos

sbporad sp gr 3 —wif Srrgdd - e frg

(1073] erbrpord —u2 meeyr~v) 2P TN (v
WILTY Mypprdaea X

Wity | @ Yy

‘WD AK wwne? IR aey? D & S ) et% >pwf = 71

s et ~p T oy Jeg

_.l-..\.wulun\l_« IS P dfm.u_t.w?!q.!.%hw:u

e Bt b i 97 ™ &qu..nw ‘VErvefy WP VeNTS L 9AHT {ﬁmﬂﬂ

192

no )

1EL
vl

oL
Wi



(et

YD

6.
13

h¢r
Vi3

oG

¥ 13

9L

V13

..w.!\a.tw...(_uf!&v g pn WP f A pevyamT) QQ\QQ& (+

Lrvry

g .ﬂnq 2 / 39S S (77ATYA) < TV

P warls f.
Tv\ﬁw uéwi vpe~l pwwylpes Wy eI A~T) (T

T e A f\.eﬁ&.&.\ 2370/ _.m‘..wiw_éw.qw\,) ap v.&.m Y.E,v{._ww.«.__-

JUqlJ [ane 1 4 n‘\\

v P et 7 0 U
re»p _.\?Jv oS _\Y.\Pfﬂ\?lﬂiuﬁn}b Q!ms»\n.\\\ _..W e § v

\ vy V.IIJ\.-Q\,\...I?—\ “W.\{.iﬂ ...mﬂ%. H. 9 4 cllw 32 2 thl. 7 Vw\wxlﬁ\))\U-& Dt RS
b

~ * L 7
\!\.woanwti.nw wrd rve) > “d e, FAD .{_ﬁ.\\\w m.v a6 S q

. ﬁsx\\ ¥

25 ‘\ 55 1 .q\.u

Aty s uchh "oy =~

o ~byed 2y e g [47%]

iy e aeeaan)y
RIATT) saft:\\ YA 9¢ S e
(*n LINE) 42 \...?a\.sz

l\l.....:..
(<272 /1™ 3 ()¢
Jﬂnw + ot %\ FYrA t‘“.(u_ A=) \cﬁﬂ\ﬁ‘_!&-\\u \t_mv
e gz #2235 Ph TNV
s ~
iy Sl \ an e re) (H1%s 97
‘3miie] 3 d d LHJ 7 / s (2

v >wa_

sy s “ncb)No vy

7 wven AnD (417w 2
wry 9 F % (v (25 M )ge VAL

&

ey,

“2 (<77 2

wexyr~vf ~y N PP O}
v
NG g} 2(hys i w0 TUTal g G

..e!.t.wot.%w\ 7 2P ur .x.ﬁ \0.._.{‘“.&5..*9 GSL .m.....?;a\hi.\w..i% 7y 32 ..______4 ﬁﬂ
12y avrpevad-ue ” woed wpeyrmef e sa Ve (b o dovy

g w wprep gy bl g T

-~ N \
‘ayrvwa (%)) Wz %= 4704 v AN 3 evwd

vy p = (F)N2 97 L=t
2Ny w—p s M1 9 F 9%

b=
.«e.nvu‘ 2p wwlow @\»\L‘ ~

(L/5) %
(k) o x TUl e R uTNY

n-Zy

(xy™> 2 A% NG SOl

A= ), - e
wiabsod) Tyl 3 VIir~ay ap o vy ™ 4 -9 1§ f3q
ﬁh-h N

(47" ﬂu\\\ab..\ I Tewmey e TS Y N Larico B 3 I
T&t{m.._M\ U.J.c_w..-\l)\_ {w\ “\\\ \Al.b .-...\ﬁ)l -0 - ka,v 3 \ &..A_ﬂ ! 2 NQQ 73

[+V13] 4703 op rat =@ mabvaee)

VIsrwy of YIUL 1ép 2~ 2b~ 2 a0  Vep i I

f vp ~drery % FIv ) wdeete

.vw.u_tw.....\ —py PVI-N ) (*)>2 (42> N % (§)e 27 o

K 2r ey oy rofie

oy a~er (BT 70 L P (T3 3 rhrarwepbey avag

> 4 2P VITAVEY Wp WY uwﬂ.kk.. e h.”qw / s 9t pad
J.Q A

(1).-\@ .f..> Qhﬁ\wd‘J ImQ‘ ns_-‘.u f.> v‘!ﬁu‘&\u h‘ﬁ\\{.s 4

€ =t

T G h 33
.o..R > "

223 VA r.(mvns.d Nk.. QN ) g7 .ﬂ.H:w.QU I TAERL

o . . A | 4F
o i =)/ L& 479 XA |9t

b N\PM UI.K.CW,\u)“w.kII«\ﬂ Al o= ﬂ_....\ |.~1..% B Vw‘ﬁntd.ﬂw V13

e &
=p n:!\t.a.?\\ hm > uqhwia 97 e~ (}) v \v!ux\kliu\ 912 \ >
of U
oz (f)7q 3¢ *F ?éé.?.\.n_ = v red g § o The doV)
e 2l Rl i B (4)" 2t h™ = ()™

‘wy gy ~wd e =0 0 =(h)°g gmmced bt RN 7 uad
oy A
23 TA TP (V) =8 a2 EA - =(}) SJ 37
e U
a9 ~a T ...atw.qs.ﬁC\ fﬂ T (k)T g tii

ety 2p yrmffpn) ay gepar o TSV ) 9% Ca Fra|E

e

k|

9 2% W} \ 3¢ ferq el .%uu\d..’\ﬂ-.ﬂ w13
.N\ P 0 Fad .UI\[....-*JQvQ

e 2y l..-tm#u.c\.ksfa -~ 4f2 \n.w(ﬁ\_v\fuv nﬁ\vh 2vh 133

.uin.._o....nduk,. dt 4?7

1




hse
<)

yIa
v

kil

‘QIHJ -Ita - = =
% N W |~.\|\.\U = .I.w ;W \QAW\)
- - fg & Ll

£ o6 i
_ e P v .M.,_
s Se778) wiw, BB s o L Sl Al AN

e " % = ?uw T F 2

a4 3amrpr) €1 ﬂvﬁcw
.Xumﬁckﬂ-w«\\ \Iﬂ-ﬁtwm o

s ulf Ay

\\\” ﬂ..\%\w . QlJ‘ 11\.&\ Wf.-!.l“ ﬁh\ Mg ...3\\

o (o ot An

PR \‘.

W \uﬂs{s\\ ..W \S.w x* A,

U‘..q..r_\u

25~

A

7T Ay

ps D= W 2 P AT T (TAY 7T q&{f\w,v\w.j o

48

[no 9 63__.&&.\\ wp a2 Pt (3

UlJl!\un....\ N.\.l\/ﬂ - ﬂN

w 4 Mt e

713

; .ﬂl\w\ T xui\ i
T = -
LR DI ._v % \m (173

F/e o
- T T (4

e

Ll ywariqo -0 h..ln .h..w 5 (%p)r) |?\\ .T.ht_uﬁ..(vo-!ku
‘94 T NIqlly

sl vy g g7 g

L

73

CAENY AP P

i Tt E s ()@ Tmd NI VA

-7
Dok 90 ~p a1 .r,.qi\w = P 5 ooy

[1v13] raw~es 3t T~ (v

0y I

"W ~~s f an A f ap ey 7P =95 =)

R P Y | L2 A e e S / g hh VPl
...i b3 .uh e 5
T R e N M e Sl 7 A T = R W

‘gy ydrx2y 27 fsdoiﬁ\ vy g~e~avday =7 (4 o_\mruiw

26anTP varP4 P awrc wy b Y73 ey

g2 mbeprend-y1 ey f ‘P Fd 4T 1y H rwbven)

.1.\\ o 705 T, Ml R Ko o TR s (e IRE TR B sl s S S \ 50

“ogryed w3 l&\w (+*)/ ean = qmwd 7y slvn

F op Vovemey p awrc %Y Wy % €] < WYYV

ol L) 2Ty 2 g0 q.!h.\m&.e(q\_ #p 92 \ (O vﬁ%ww-.dﬁu
I P

Ggf + (b T (/)™ ~y oy

Tt geageexr (3°%) 447 ﬁioxw\\\

e *x % \H ="

L BatCs 1 2 ﬂa\\ ...!..N L ..*m\ ey A 2ty ﬁa\:l.‘q ~m

"

._:..a.L ﬂ?ﬁwt

b 42
ws = 37 VP19 1 ¥ (3% y~g- s rp ) o el
foeg ly iyl = 47 ol iR e o]
i % 2wrb g 2np sy
oz PRe T N

ﬂ\Nw \ 1~y ﬂ...a....\

ol«.qk(«_}\q_.( - 7@ ?\w do~d \uu ¥ (B 2 Ll §
T ~EW

B T Jutn o~ (s

=1

e N
Yiq wmp 23 =¥ 597 0= WE-(h)¥sU ~1

L
Wi

L2
npe)

Tt
not)

Yer
W

i




	55 Leçon 246 : Séries de Fourier. Exemples et applications.

