
54 Leçon 245 : Fonctions holomorphes et méromorphes sur un
ouvert de C. Exemples et applications.

I. Régularité des fonctions à variables complexes

1. Fonctions holomorphes [QUE] [TAU]

Fonction holomorphe, stabilité de l'holomorphie, conditions de Cauchy-Riemann

2. Fonctions analytiques [TAU] [LES]

Fonction DSE, fonction analytique, A(
)�H(
)
DEV 1 : prolongement analytique et principe des zéros isolés, A(
) est intègre

II. Holomorphie et intégration

1. Intégration le long d'un chemin [TAU] [QUE]

Arc, chemin, intégrale le long d'un chemin, majoration de l'intégrale, cas de la dérivée,
indice d'un point

2. Théorie de Cauchy et conséquences [TAU]

Théorème de Cauchy, formule de Cauchy, H(
)�A(
), formule de Cauchy avec les
dérivées, inégalités de Cauchy, théorème de Liouville, théorème de d'Alembert-Gauss

3. Intégrales à paramètres [BMP] [IP]

Holomorphie sous le signe intégrale, exemple de la transformée de Fourier d'une gaus-
sienne

DEV 2 : fonction caractéristique et moments de la loi ¡(r; �)

III. Fonctions méromorphes

1. Singularités [QUE]

Singularité effaçable, pôle d'ordre m, fonction méromorphe, calcul du résidu d'un pôle
simple

2. Théorème des résidus [TAU]

Théorème des résidus, exemple, fonction caractéristique de la loi de Cauchy, intégrale de
Dirichlet

Présentation : regarder BMP

� Le principe du prolongement analytique est très puissant : il dit que le comportement d'une
fonction analytique dans un disque arbitrairement petit détermine complètement cette fonction.

� Le théorème des zéros isolés nous dit qu'une fonction analytique sur un ouvert connexe ne peut
pas s'annuler sur une suite de points situés dans 
 et possédant un point d'accumulation dans

, sauf si elle est identiquement nulle.

� L'indice de 
 par rapport à z compte le nombre de tours orientés que fait 
 autour de z.

� La formule de Cauchy permet de relier les dérivées de f avec f elle-même. Ainsi � contrôler �
f permet de contrôler ses dérivées. Cela permet notamment de comprendre les hypothèses dans
le théorème d'holomorphie sous le signe intégrale.

� On obtient le résultat remarquable suivant : une fonction est holomorphe si et seulement si
elle est développable en série entière. Ainsi une fonction holomorphe (donc qui est une fois C-
dérivable) est de classe C1, et il suffit qu'elle soit indéfiniment dérivable (au sens complexe)
pour être analytique. Ce résultat n'est pas vrai pour des fonctions réelles.
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� Le théorème des résidus généralise la formule de Cauchy. Il permet de remplacer le calcul d'une
intégrale par le calcul du coefficient a¡1 et d'un indice. Ce théorème est crucial et admet de
nombreuses applications.

Développements :

� Principe du prolongement analytique et théorème des zéros isolés

- Topologie générale et espaces normés, Hage Hassan, p233

- Variables complexes, Lesfari, p62

- Analyse complexe pour la Licence 3, Tauvel, p52

� Fonction caractéristique et moments de la loi Gamma

- L'Oral a l'agrégation de mathématiques, Isenmann et Pecatte, p453

- Exercices de probabilités, Cottrell and co, p121
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