52 Lecon 241 : Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-
exemples.

Cadre
I. Les différents modes de convergence

1. Suites de fonctions [ELA]

CVS, CVU, critére de Cauchy uniforme, fonctions bornées, norme uniforme

2. Séries de fonctions [ELA| [HAU]J
série de fonctions, CVS, reste, CVU, CVA, CVN, implications des modes de CV

II. Régularité et interversion

1. Continuité [ELA] [GOU]

Théoréme de la double limite, continuité de la limite, théorémes de Dini,

2. Dérivabilité [ELA]

Dérivabilité de la limite, fonction zéta

3. Interversion avec I'intégrale [ELA| [FAR|

Interversion en cas de CVU, TCM, TCM pour les séries, lemme de Fatou, TCD, TCD
pour les séries

III. Le cas particulier des séries entiéres

1. Généralités [GOU]| [ELA]

Série entiére, lemme d’Abel, rayon de CV, dérivéees successives

2. Fonction génératrice en probabilités [CHA| [KUR|

Fonction génératrice, dérivées successives, lien avec les moments, formule de Wald

Présentation :

e Les suites de fonctions sont ’analogie des suites numériques, ou au lieu d’associer un nombre &
un entier, on lui associe une fonction. On procéde de la méme fagon pour les séries.

e On observe que la CVS ne suffit pas, par exemple car la limite d’une suite de fonctions continues
n’est pas forcément continue. Pour remédier & cela, on introduit la CVU.

e Pour les séries, il est souvent plus simple de montrer la CVN pour en déduire la CVU.
e Lesthéorémes de Dini sont en quelque sorte des réciproques partielles a 'implication CVU=-CVS.

e Il n’est pas toujours aisé d’obtenir la CVU d’une suite de fonctions. Ainsi en se placant dans un
cadre plus général, la théorie de 'intégration de Lebesgue nous permet d’avoir des théorémes
aux hypothéses simples pour intervertir limite et intégrale.

Développements :

e Théoreme de Weierstrass par les probabilités

- De l'intégration aux probabilités, Garet-Kurtzman, p195
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- Oraux X-ENS 6, FGN, p259

- Suites et séries numeériques, suites et séries de fonctions, El Amrani, p158

e Nombres de Bell
- Oraux X-ENS 6, FGN, p338
- Analyse pour I'agrégation, Bernis, p285

Références :
e [ELA] Suites et séries numériques, suites et séries de fonctions, El Amrani
e [HAU] Les contre-exemples en mathématiques, Hauchecorne
e [GOU] Analyse, Gourdon
e [FAR] Calcul Intégral, Faraut

e [CHA] Probabilités et statistiques pour I’épreuvre de modélisation a 'agrégation de mathéma-
tiques, Chabanol-Ruch

e |KUR| De l'intégration aux probabilités, Garet-Kurtzman
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