
49 Leçon 235 : Problèmes d'interversion de symboles en ana-
lyse

I. Interversion entre limites

Cadre

1. La convergence uniforme [ELA]

CVS, CVU, CVU) CVS, critère de Cauchy uniforme, CVN, CVN)CVU, théorème de
la double limite

2. Continuité [ELA] [GOU]

CVU ) continuité de f , contre-exemple, théorèmes de Dini

3. Dérivabilité [ELA]

Dérivabilité si CVU, contre-exemple, exemple de zêta

II. Interversion limite et intégrale

Interversion dans le cas de la CVU

1. Convergence sous le signe intégrale [FAR]

TCM + contre-exemple, TCM pour les séries, lemme de Fatou + contre-exemple, lemme
de Scheffé, TCD + contre-exemple, TCD pour les séries

2. Intégrales à paramètres [BRI] [IP]

Théorème de continuité sous l'intégrale, théorème de dérivation sous l'intégrale, DEV 1 :
intégrale de Dirichlet, moments d'une VAR, holomorphie sous le signe intégrale, DEV
2 : fonction caractéristique et moments de la loi ¡(r; �)

III. Interversion intégrale-intégrale [BRI]

Fubini-Tonelli, Fubini-Lebesgue, intégrale de Gauss, Fubini-Lebesgue + contre-exemple, inté-
grale de Dirichlet

Présentation :

� Une des préoccupation majeure en analyse est l'étude de limites. Ainsi il est nécessaire de
pouvoir intervertir des limites entre elles. Par exemple, la continuité d'une fonction sert à
intervertir limite et fonction.

Le but de cette leçon est de donner des critères qui permettent d'intervertir les symboles donnés :
limites (continuité, dérivabilité) ou par exemple intégrales (même si peu importe la théorie
utilisée, une intégrale d'une fonction est une limite).

� Les théorèmes de continuité/dérivabilité avec l'intégrale de Lebesgue sont très pratiques, et
permettent de se passer de la notion de convergence uniforme comme dans le cas de l'intégrale
de Riemann.

� Un grand nombre de ces résultats est utilisé en probabilités, et permet de démontrer des théo-
rèmes cruciaux, comme le TCL.

Développements :

� Intégrale de Dirichlet

- Calcul intégral, Candelpergher, p30 et 212

- Analyse pour l'agrégation de mathématiques, 40 développements, Bernis, p262
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- Oraux X-ENS Analyse 3, FGN, p214

� Fonction caractéristique et moments de la loi Gamma

- L'Oral a l'agrégation de mathématiques, Isenmann et Pecatte, p453

- Exercices de probabilités, Cottrell and co, p121

Références :

� [ELA] Suites et séries numériques, suites et séries de fonctions, El Amrani

� [GOU] Analyse, Gourdon

� [BRI] Analyse. Théorie de l'intégration, Briane-Pagès

� [FAR] Calcul Intégral, Faraut

� [IP] L'oral à l'agrégation de mathématiques, Isenmann-Pecatte
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