
48 Leçon 234 : Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-inté-
grables.

I. Intégrale de Lebesgue

1. Fonctions étagées et mesurables positives [BRI] [FAR]

Fonction étagée, lemme fondamental d'approximation, intégrale d'une fonction étagée
positive, propriétés, intégrale d'une fonction mesurable positive, TCM, inégalité de
Markov, lemme de Fatou

2. Fonctions intégrables [BRI] [FAR]

Fonction intégrable, intégrale, propriétés, TCD, lien avec l'intégrale de Riemann, contre-
exemple 1Q

II. Théorèmes généraux

1. Intégrales à paramètres [ZQ] [BRI] [IP]

Théorème de continuité sous l'intégrale, exemple transformée de Fourier, théorème de
dérivation sous l'intégrale, moments d'une VAR, DEV 1 : intégrale de Dirichlet

2. Théorèmes de Fubini [BRI] [KUR]

Fubini-Tonelli, intégrale de Gauss, Fubini-Lebesgue, intégrale de Dirichlet

III. Espaces de fonctions Lebesgue-intégrables

1. Espaces Lp [KUR] [FAR]

Espaces Lp et L1, DEV 2 : inégalité de Young-Hölder-Minkowski, k:kp est une semi-
norme, contre-exemple avec 1Q

2. Espaces Lp [FAR] [KUR]

Relation d'équivalence, espaces Lp, (Lp; k:kp) est un EVN, inclusion des Lp, contre-
exemple, théorème de Riesz-Fischer, L2 est un Hilbert

Présentation :

� Dans toute la leçon on considère une mesure � quelconque, et donc sauf indication les résultats
s'appliquent à � la mesure de Lebesgue.

� Les fonctions étagées jouent dans la construction de l'intégrale de Lebesgue le rôle dévolu aux
fonctions en escalier dans la théorie de Riemann.

� Le TCM et le TCD permettent de faire des interversions série-intégrale.

� Sur Lp, k:kp n'est pas une norme. C'est pour cette raison que l'on introduit Lp. On confondra
toujours une fonction f 2Lp et sa classe dans Lp.

Développements :

� Intégrale de Dirichlet

- Calcul intégral, Candelpergher, p30 et 212

- Analyse pour l'agrégation de mathématiques, 40 développements, Bernis, p262

- Oraux X-ENS Analyse 3, FGN, p214

� Inégalité de Young-Hölder-Minkowski

- De l'intégration aux probabilités, Garet-Kurtzman, p209
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- Eléments d'analyse réelle, Rombaldi, p239 et 39
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